1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On considere deux fonctions f et g définies sur un intervalle I = [a, b] de R.
On suppose que f est une fonction de classe C!, positive et décroissante sur
I et que g est continue sur I.

1. On considere la fonction G définie sur I par
x
Gla) = / g()dt.
a

a) Justifier le fait que G est de classe C! sur I.
b) Montrer qu’il existe deux réels m et M tels que G([a,b]) = [m, M].
c) Montrer que :

b b
/ F(H)g(t)dt = FB)G(b) - / PG (.

d) En déduire que

b
mi@) < [ gt < Mfa).

e) Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que
b C
/ F@®g(t)dt = f(a) / o(t)dt.

2. On souhaite appliquer la propriété obtenue dans 1. e).
a) On suppose que a > 0, montrer que
b
1 —cost 24+b—a
/ dt < .
a t a
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t
b) Montrer que hrfoo a:2/1 ﬂd =0.

Solution :

1. a) G est une primitive de la fonction g. Comme ¢ est continue sur [a,b], G
est de classe C! sur ce segment.

b) La fonction G étant continue sur un segment, l'image par G de ce
segment est un segment [m, M] de R.

) En intégrant par partles et compte tenu du fait que G(a) =0:

/f Hdt = [£G]" /f /ft (t)dt

d) On a m < G(t) < M, donc en multipliant par —f'(¢t) qui est positif :
—f'(tm < = f'(H)G(t) < —f'(t)M
puis, en intégrant (les bornes sont dans I'ordre croissant) :

b
“m(f(®) - (@) < - [ PO & <M (O - f(a)
et en remplagant dans la formule obtenue en c) :
mf@ + 1060 - m) < [ S0 < M1+ 10)(G0) - M)
Comme f(b) > 0 et G(b) m >0, G(b ) <0, il vient bien :
0 < [ 0o < vf@)

e) Si f(a) =0, f est la fonction nulle et le résultat est banal.

Sinon, on peut écrire : / f(t)g(t)dt € [m, M] = G([a,]).

Par suite, il existe blen c E [a, b] tel que :
/ FOg(t)dt = F@G(O) = £(0) [ g(0)d.

a) On vérifie facilement que l’on est dans les conditions d’application de
e), et il existe un point ¢ de [a, b] tel que :

2.
1.
b
/I_COStdt a/ (1 —cost)dt = [c—a+sma—s1nc] d’ou :

a
1 —cost 1
/ait dtga(b—a+2).

b) Soit > 1; on est encore dans les conditions d’application de 1. e), et
il existe ¢ € [1/z, 1] tel que :

1 c

1 lsint sin ¢

= lsint g / 220 dt
g 1/zt ¢ 1/x ¢

|._.
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D’ou :

1 c c

1 sin ¢ 1 sint 1 1 1 1 1
og—/ —dtg—/ SMgr <~ [ dt=2(c—=) < 2(1-2
) SEtas] Le-H<to-b

et, par encadrement :

lim L[ sintg —oq
z—+o0o I 1/ t

Exercice 1.2.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z — 2°.

1. Montrer que f induit une bijection de ]—o0; 0] sur un intervalle & définir.
Etudier rapidement les variations de f sur |—o00; 0] et donner sa représentation
graphique.

Soit (zn)n>0 la suite définie par :

o = -2

rp<0etz, —22 =xp_1,Yn>1
2. Déterminer x1,zs et montrer que la suite (z,) est bien définie.
3. Etudier la convergence de la suite (z,)p-

On pose, pour tout entier naturel n :
n

Up = Tyl — Tpy, Up =101 +uy,), w,= H(l + ug)
k=0
4. a) Etudier la convergence de > u,, et déterminer sa somme éventuelle.

b) Montrer que la série 3 v,, converge et donner un majorant de sa somme.

¢) Montrer que la suite (wy,), admet une limite £ et que 2 < £ < 9.

Solution :

1. f est dérivable sur R, avec f'(xz) = 1—2x. Ainsi f est strictement croissante
sur R™ et réalise une bijection de R~ sur f(R™) =]lim f, f(0] =]—00,0].
—00

Nous noterons cette bijection g.
La représentation graphique de g = f|j_cc,0] €st :
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2. On a zp = —2 < 0 et la deuxiéme condition s’écrit en fait x,, = g(zp—1).
Comme g est définie sur R~ et & valeurs dans R, la suite (z,)nen est ainsi
parfaitement définie et & valeurs dans R™.
[#1 — 2} = —2 et 21 < 0] donne z; = —1;

2 _ 1—\/5_

[x2 — 235 = —1 et 23 < 0] donne z, = 5

3.0naVn > 1,2, — 2z, 1 = 22 > 0, donc la suite (2,,),en est croissante.
Etant majorée par 0, elle converge et si on note ¢ sa limite, un passage a la
limite donne ¢ — ¢? = ¢?, soit :

lim z, =0
n— 00

n
4. a) Par télescopage : Y ur = Tpi1 — Lo = Tpy1 + 2.
k=0
La convergence de la suite (z,,) donne la convergence de la série de terme
général u,, avec :

00
E U = 2
k=0

b) Ona0 < v, = In(14wu,) < u,. On en déduit, par la régle de majoration,
la convergence de la série de terme général v,,, avec :

o0
> v, <2
n=0

n n o0
c) Onaln(wy,) = S In(14+wug) = Y vk < Y vy < 2. Donc wy, < e? <9.
k=0 k=0 n=0
D’autre part w, > wg = 1 + ug = 2. Par passage a la limite :

2< lim w, <9
n—o0

Exercice 1.3.
1. Etudier la convergence des intégrales
1 1
In(1 —
J = / —udm et I, = / 2" In(1l — z)dx (n € N)
0 1+z 0
2. Pour n € N*, on pose :

_ 1 — Sn
Sn_k§1k et Up = =

a) Déterminer un équivalent de u,, (on pourra comparer S,, & une intégrale).
b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?
3. a) Exprimer I,, al’aide de u,,+; (on pourra faire une intégration par parties
convenablement choisie).
b) En déduire la limite, pour n — 400, de l'intégrale

1 1,n+1
(=)t gt In(1 — z)
R, = d
" /0 1+2 v
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c) Montrer alors que la série de terme général (—1)" u,41 converge et que

+o0
J=> (-1)"tns
n=0

Solution :

In(1 —x)
14z

au voisinage a gauche de 1 a —% In(1 - x).

1. x La fonction z — — est continue sur [0, 1], positive, et équivalente

1
La convergence de / In ¢ dt donne la convergence de / In(1 - z) dz, donc la
0
convergence de J.

* De méme x — z" In(1—z) est continue, de signe fixe, sur [0, 1] et équivalente
au voisinage & gauche de 1 &  — In(1—x). On conclut, pour la méme raison,
a la convergence de I,,.

2. a) Par comparaison série-intégrale et décroissance sur R} de z — %, on a

k+1 k
pourtoutk:)l:/ %gletpourtoutk>2zl< d_a:_
k

k k= )1z
D’oti, par sommation : In(n + 1) < S, < 1+ Inn, ce qui s’écrit encore :
In(1+ 1)

<on <14 b
Inp Slan T Inn

Soit, par encadrement : lim 15—” =1let u,~ Inn
n—oo 1NN n

b)Ona S, > 1, donc u, > % et la série de terme général u,, est divergente.

3. a) Intégrons par parties, en choisissant de «primitiver» z +— z" en

"t 1
|
(c’est mieux pour la borne supérieure) :
Pour a € [0,1] :
@ n+1 a @ n+1
"In(l —z)de = |2 =Lin(1 - ]—/—ﬂf —1 g
/Oa: n(l—z)de T n( :1:)0 Tt DE-1 x
BASIES PR R S By S
= In(1—a) n+10(1+w+ + ") dx
Ona(a"™ —1)In(l—a)=(1+a+---+a")(a—1)In(l—a) — 0

a—1~
On peut donc faire tendre a vers 1, et :

n J,'k+1

1
_ n _ _ 1 L
In—/oa: In(l—2z)de = n+1k§0[k+1]0_ Upa1-

b) L’intégrale R,, converge pour les mémes raisons qu’en 1., et :
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1 n+1 _ 1
|R,| = —/ g7 In(l—z) dz < —/ 2" (1 — 2) dr = upyo
0 0

1+
Puisque u,, ~ ln—", on a lim u, =0, et par conséquent : lim R, =0.
(c0) n n—o00 n— 00
c) Pour z € [0,1[ et n €N, on a :
1 g 2y (—1)rgn 4 (—1)tr 2
l—l-w_l T+ + (=1)"z™ + (-1) 172

En multipliant par —In(1 — z) et en intégrant sur [0, 1] (toutes les intégrales

convergent), il vient :
n

J=— Z (—l)k[k — Rn = Z (—l)kuk+1 — Rn
k=0 k=0

Le passage a la limite lorsque n vers l'infini montre que la série proposée
converge, avec :

> (=D upgr = J.
k=0

Exercice 1.4.

1. On considére deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a,b]. On
suppose de plus que g est positive sur [a, b].

a) Montrer qu’il existe deux réels m et M tels que f ([a,b]) = [m, M].

b) Prouver que
b b b
m [ gar< [ s0gwdr < [ gar
c) En déduire qu'il existe ¢ € [a, ] tel que

b b
/f(t)g(t)dt:f(c)/ g(t)dt.

2. Soit X une variable aléatoire & densité a valeurs dans [0, 1].

a) Montrer que P’espérance E(X) de X appartient & Pintervalle [0, 1].

b) On considere la variable aléatoire Y = exp(X). Montrer qu’il existe
c € [0,1] tel que

E(Y) = exp(c).
3. En utilisant la formule établie en 1.¢), étudier la limite de la fonction F
définie sur R} par :
sin ¢

Flz) = %/2 L

lorsque x tend vers 0%.

Solution :
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1. a) La fonction f est continue. Le théoréme des valeurs intermédiaires dit
que I'image du segment [a,b] est un segment [m, M].
b) Soit ¢ € [a,b]. On sait que : m < f(t) < M.
La fonction g étant positive sur [a, b], il vient, pour tout ¢ € [a,b] :
myg(t) < f(t)g(t) < Mg(t)
11 suffit ensuite d’intégrer ces deux inégalités sur I'intervalle [a, b] et d’utiliser
la propriété de positivité de 'intégrale (on a a < b) pour obtenir le résultat
désiré.
c) Si la fonction g est identiquement nulle, 1’égalité proposée est évidente.
b
Sinon, la fonction g étant positive et continue , on sait que / g(t)dt > 0.
Ainsi : ¢
" f(Hg(t) dt
Jo JZUT0 T
[ 9ty at

Enfin, d’apres la question 1. a), il existe ¢ € [a, b] tel que :

b b
/ F(Hg(tydt = () / olt) dt

m < <M

2. a ) Comme X prend ses valeurs entre 0 et 1, on peut choisir une densité
fx nulle en dehors de cet intervalle et :

1 1
0< B(X) = / ofx(z)dz < / Fx(z)dz =1
0 0
1
b) Par le théoreme du transfert, on sait que : E(Y) = / e’ fx(z)dz.
0

1

Par la question 1. ¢), il existe ¢ € [0, 1] tel que E(Y) = ec/ fx(z)dx =€,
0

3. Pour tout z > 0, la fonction ¢t — SlTnt est continue sur l'intervalle [z, 2x],

la fonction F' est donc bien définie sur R? .

De plus cette fonction est positive pour 0 < z < 7/4. Par la question 1.c) , il
existe alors ¢ € [z, 2z] tel que :

2x
_ 1 sint ;;, _ sinc 2z —x _ sinc
F(m)—\/g/w S dt == Tz T ¢ VT

Lorsque z tend vers 0, ¢ également et lim SiLC — 1 Donc lim F(z) =0.
z—0+ € z—0t

On peut méme préciser : F(x) o V.
0

Exercice 1.5.
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n—1

Soit P = 2™ 4+ 3 axz® un polynome unitaire de degré n > 2, & coefficients
k=0

réels.

1. Montrer que pour toute racine réelle ou complexe A de P, on a :
n—1
A<M =max (1, Jax])
k=0

(on pourra raisonner par absurde et montrer que si |A| > M alors |P(\)| >
0).

2. On suppose dans la suite que toutes les racines de P sont réelles. Montrer
qu’alors toutes les racines de P’ sont elles aussi réelles. On notera \; < --- <
Ar les différentes racines de P et my,...,m, leurs ordres de multiplicité
respectifs.

3. Soit a la plus grande racine de P, I =]a,+o00[ et J = [a, +0o0[. Montrer
que les fonctions P, P’,. .., P(™ sont strictement positives sur 1.

4. On suppose que « est racine simple de P. Soit g la fonction définie sur I
par :

P(z)

P'(z)

a) Montrer que g est de classe C*° sur J.

gla) =z -

b) Montrer que g'(a) = 0.
5. On suppose toujours que « est racine simple de P.
a) Montrer que g est strictement croissante sur J et que g(J) C J.

b) Soit 29 > M. On définit la suite (2,,)n>0 par £n+1 = g(z,) pour tout
n > 0.
Montrer que la suite (z,) est strictement décroissante (on pourra montrer
que g(x) < z pour tout = € I) et qu’elle converge vers a.

Solution :

1. Soit A une racine réelle ou complexe de P. On peut écrire

n—1
A" <3 farl AL
k=0

n—1
A" = — 'S apdk, dot
k=0
n—1
Supposons que [A| > M =max (1, Y |ax|). En particulier |A| > 1 et donc :
k=0

n—1 ) n—1

AL <X Japl[AFH < 37 Jag]
k=0 k=0
M.

en contradiction avec |A| >
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2. Soit (A1,-..,Ar) les racines réelles distinctes de P de multiplicités respec-
tives (ma,...,my).
-
On sait donc que Y. my = n. On sait également que (Ay,...,\.) sont des
k=1
racines de P’ de multiplicités respectives (m; — 1,...,m, — 1) (si m; = 1,

alors \; n’est pas racine de P’ et le résultat reste valable).

Le théoreme de Rolle nous assure également qu’entre deux racines de P se
trouve au moins une racine de P’, c’est-a-dire que pour tout k € [1,r — 1], il
existe ug € | Ak, Agt1[, tel que P'(ug) = 0.

-

En comptant les multiplicités, cela donne déja > (mp—1)+(r—1)=n-—1
k=1

racines de P’, qui sont toutes réelles. Ainsi il n’en existe pas d’autres et en

fait entre deux racines de P il n’existe qu’une racine de P’ et elle est simple.

3. Le raisonnement de la question précédente montre que sur I =]a, +oo[, P

et P’ ne s’annulent pas. Comme de plus, lim P(z) = lim P'(z) = +o0
T—+00 T—+00

(car le coefficient dominant est positif), alors P et P’ restent positives sur I.
11 suffit d’appliquer ce raisonnement aux dérivées successives de P, jusqu’a
P,

4. a) Comme « est racine simple de P, on a P'(a) # 0. Cela entraine que

g est de classe C* sur J = [, +00] comme somme et quotient de fonctions
C® avec P'(x) # 0, pour tout = € J.

"
b) Un calcul immédiat donne ¢'(z) = %I?)(m) et g'(a) =0
x
1"
5. a) On sait que pour tout z € J,¢'(x) = %f(’)(m)
x

Par la question 3, ¢’ reste positive sur .J et g est croissante sur .J ; de plus
g(a) = a. Il en résulte que g(J) C J.

b) Puisque zg > M, on a xy € I. Par la question précédente, la suite
(zr,) est bien définie et comme P et P’ sont positives sur I, la suite (z,) est
strictement, décroissante. Elle est de plus minorée par a ; elle converge donc
vers le point fixe de g (qui est continue) qui est a.

Exercice 1.6.
Pour tout entier naturel n, on pose
1 tn—‘,—l
I, = —— In(t)dt
n /0 1—¢2 ®)
1. Montrer que I, existe pour tout n € N.

2. a) Montrer que la fonction g définie sur ]0,1[ par :

3
g(t) = —— In(t)

1
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est bornée sur cet intervalle.

b) En déduire la convergence et la limite de la suite (I,,)nen quand n tend
vers I'infini.

P
3. a) Soit p € N*. Calculer > t2*.
k=0
b) En déduire que

oo

1
== ——
kZ:()(n+2k+2)2

4. a) Montrer que la fonction f,, définie par :
1
)= ——
fn®) (n + 2t)2
est décroissante sur R .
b) Montrer que :
1

+oo
—m I, < /0 fa(®)dt < -1,

c) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers 'infini.

Solution :

. t"int :
1. Pour tout entier naturel n, h : t T2 est continue sur ]0,1[, et :
.. . t—1 1
Au voisinage de t = 1, h(t) ~ Al

tliH(l) h(t) = 0. La fonction h admet donc un prolongement par continuité
—

sur [0,1].

Ainsi I,, existe pour tout n € N.

2. a) La fonction g correspond & n = 2. On vient de voir qu'elle est

prolongeable en une fonction continue sur [0,1]; elle est donc bornée sur
10, 1[.

b) Comme lln ';2 > 0 pour tout t €]0,1][, il est clair que la suite (I,,), est

décroissante et minorée par 0. Cette suite admet donc une limite.

Cette limite est nulle. En effet, notons M = sup |g(t)|. Alors, pour n > 3 :
te]0,1]

1
oglngM/ tn=2qt = M
0 n—1

3. a) Il s’agit de la somme partielle d’une suite géométrique de raison #2.
Donc :
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p 1 — ¢2rH2 42
Et%:{il—ﬁ sit? #1
k=0 p+1 sit?=1
b) On peut écrire, pour ¢ €]0,1] :
n+1 p 2p+3+n
t lgt = Y g2kHntln g 4 t 2lnt
1-—t =0 1—1t
Or pour tout ¢ € N, une intégration par parties élémentaire montre que
I'intégrale suivante existe, avec :

1
tintdt = —1
/0 (¢ +1)°

Ainsi, toutes les intégrales existant :

P L ooptnts
1 tP
I, =-5 Intdt
k0(2k+n+2)2+/0 -2 "

et

1 1
t21”"3 ‘ 2p+ M
i < ptn gy — M

‘/0 > lntdt\MOt dt o) pra

On fait tendre p vers U'infini et on obtient :
o0 1
I, = — -+ @
! kgo (2k +n +2)?
4. a) La fonction f, est dérivable et sa dérivée est négative sur RT.

b) Par décroissance de la fonction & intégrer, pour tout k € N, il vient :

k
1 < / Toa o1
(k+2+4+n)* = J,  (2t+n)? T (2k+n)?
On somme pour k € N; il vient :
“+oo

dt 1 1
L] Eo=Llg-L+i
/0 (2t +n)>  2n * n?

Cela signifie que, lorsque n tend vers 'infini : I, ~ —%.

Exercice 1.7.

1. a) Déterminer ’ensemble D des réels = pour lesquels l'intégrale impropre

+oo —xt
e
/ at
0 1+1¢
est convergente.

+oo
Pour z € D, on pose f(z) = /
0

1+t
—Uu
du est

+oo
b) Pour z € D, montrer que l'intégrale impropre /
0 T+ u

convergente et comparer sa valeur a f(x).
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2. a) Montrer que les fonctions g et h définies sur D par

1 —u __ 1 —+o0 —Uu
g(z) = / T du et h(z) = / ©
0 1

r+u r+u

sont bornées sur D.

b) En déduire que, lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives,

f(2) ~ —In(a)

+ 1__1 U
3. a) Montrer que V(z,u) € D x R ,ng m+ugx2
b) En déduire un équivalent simple de f(z) au voisinage de +oc.

Solution :

—at

1. a) Pour tout = réel, ¢ : t — f+t est continue sur R, donc l'intégrale
too gt

/ f 7 dt n’est impropre qu’en +00.

0

+
—zt
o siz <0, f_'_ 7 > %ﬁ—t’ qui est positive et d’intégrale divergente en +o00.
—axt
e siz >0, &£ — = o) = o(t%) dont Iintégrale est convergente au

voisinage de +oc0.

Finalement D = R**.
—Uu
b) Siz >0, u+ $e+ -, est continue sur RT.
Soit A > 0. Le changement de variable affine ¢t = % donne

A Alz
e U . e—xt
/0 a:-{—udu_/o 1+tdt
Cette derniere expression tend vers f(z), lorsque A tend vers +oo.

—+o0 —u
Donc / € du existe et
o r+u

+oo
| =@
1

—Uu
2. a) L’application u +> e:vﬁ est continue sur [0,1], car z > 0.

efu
r+u

L’application u est continue sur [1,+oo[ et au voisinage de +oo,
e _ 1
rTH+u O(u2 )-
Ainsi g et h sont bien définies sur D.
e —1
Posons a : u — U
-1 siu=20

siu>0
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La fonction a est continue sur [0, 1]. De plus, pour tout u € [0,1]
a(u) < + <0 = M= / g(xz) <0
Enfin, pour tout u > 1
0< x —|— U <

—Uu +OO 7u
:Ogh(w)g/ € —du=M'.

u | u
b) D’apres la relation de Chasles, pour z > 0, il vient

f@)DAm?u+ﬂm+h@ﬁ:4meMx+D+ﬂm+h@)

Or, au voisinage de 0%, In(z + 1) + g(z) + h(z) est bornée

Donc, comme lim Inz = —o0, on a f(z) ~ —Ilnz au voisinage de 0™
z—0t
a) Si (z,u) € D x R"
1 1

U 1 1 U
x 1‘+u_x(m+u):>0<l' m+u<x2

b) En multipliant ’encadrement précédent par e=* > 0, puis en intégrant
sur Rt il vient, pour tout z € D :

+00 +oo
Ogl/ e’“du—f(a:)g%/ u.e”%du
T Jo 0
ou

1
T

T

-L<rw<l
ce qui prouve, qu’au voisinage de +oo, f(x)

8|

Exercice 1.8.

On considere la fonction F' définie par

F(z) = /01 In(1 + xt?) dt

1. Montrer que F' est définie sur |—1, 4+00[ et croissante sur cet intervalle
2. a

) Montrer que pour tout u > 0 et tout réel k non nul tel que 0 < u — |k,
on a

k k*

1 k) —lnu—E|l ¢k

| n(u+k)—Ilnu u| S — k)

b) Pour tout réel x > —1 et tout réel h non nul tel que —1 < & — |h|, on
pose :

D(z,h) = h[F(m+h)—F(m)—h/01

5 dt]
14zt
Montrer que pour tout z > 0 et tout h tel que |h| < z, on a

h
ID(z, )| < H
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Montrer que pour tout z de ]—1 0] et tout h tel que |h| <z +1,0n a:
1]
10(1 +z — |h|)?
c) En déduire que F est dérivable sur |1, +oo[ et donner une expression
de F'(z) sous forme intégrale.

Solution :

1. Pour tout z > —1 et t € [0,1], 1 + 2> > 0. L’application ¢ — In(1 + xt?)
est donc définie et continue sur [0,1], ce qui montre que F est définie sur
D =]-1,40].

Soit —1 < = < z'. Pour tout ¢t € [0,1], In(1 + zt?) < In(1 + 2't?), ce qui
montre, par conservation des inégalités par intégration (0 < 1!), que F est
croissante sur D.

2.a)Siu>0,0<u—|k|,alors —u < k < u et In(u+ k) est bien définie.
L’inégalité de Taylor Lagrange a ’ordre 2 donne :

|In(u+k) —Inu — £ | o Sup %
te[uu+k]
oSik>0etu<t<utk alors0<u—|k| <t \“+hdmcﬁgf_ﬁﬂF'
w—
eSik<Oetu+k<t<u alors0<u—|kl<t< u,donct%gm-

Finalement :
E| < K’
ul = 2(u —[k|)?
b) Posons u = 1+ zt?, k = ht?>. Onawu > 0 et u—|k| = 1+ (x — |h|)t*> > 0.
En utilisant la question précédente, il vient :

|D(z,h)| < L/l h2tt dt
VT B 2(1+ (@ — |RDE)?
Siz>0et |h| <z, alors 1 + (x — |h|)t> > 1, donc :

1
1 214 — |h|
< = —
|D(1‘,h)| NS 2|h|/ het*dt 10

Si—1 <z <0et |h| <a+1,alorspourt € [0,1], 1+ (x—]|h|)t*> > 1+z—|h| > 0
et

|ln(u+k) —lnu —

2t |h|
h)| 5 dt <
D, 2|h|/ (1+x—|h])? 10(1 + = — |h|)?
¢) En remarquant que flbm% D(z,h) = 0, on déduit que F est dérivable sur
—

]—1,+00[ et que pour tout x € ]—1,+o0] :

L
F’(w):/ 4 5 dt
o L+t
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Exercice 1.9.
Soit (T'k)ken la suite de polynomes définie par :
X(X - 1)

5 .

X(X—1)... (X —k+1)

To=1,T1 =X, T, = -

LTy =

1. a) Montrer que pour tout x entier relatif, I';(x) est aussi un entier relatif.
b) Calculer I'y (k) et T'y(—1).

2. Soit x un réel fixé, différent d’un entier naturel.

a) Soit p un réel. On considere la suite (uy)nen définie par p, = n?|L'y(z)|.
Montrer que
1

—z—1
meﬂ—MWJZ&———+O<T>
n n
En déduire la nature de la série de terme général In(p,+1) —In(p,) en fonction
du réel p.

b) Montrer qu'’il existe un réel strictement positif K (z) tel que l'on ait :
lim n"tH =K
Jim n®l(2)] = K(2)

On ne cherchera pas & calculer K (z).

3. Soient (an)nen une suite réelle et z, y deux réels, tous deux distincts
d’un entier naturel. On suppose y > z. A I'aide de 2. b), montrer que si la

série > a,I',(z) est absolument convergente, alors la série Y a,I',(y) est
neN neN
également absolument convergente.

Solution :

1. a) C’est immédiat lorsque k = 0, et lorsque k = 1, puisque I’y = 1,T; = X.
On remarque ensuite que, pour k > 2 :

0 Si0<j<k—1
J ..
. >
Lu(j) = (@)iNl wizk
(—n%_fz'_)ez sij<0
b) On a immédiatement Ty (k) = 1 et Ty (—1) = (—1)*.

2. a) Comme z n’est pas un entier naturel, on a I';,(z) # 0 et p,, > 0. On
peut donc écrire :

Iy = I = (B0) = pln (14 3) + In

1
:(p—l)ln(1+ﬁ)+ln|1—%|
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Lorsque n tend vers l'infini, le développement de In(1 + u) au voisinage de 0
donne

_1_
Inppyr —Inp, = % +O(#)

e Sip=1+z, alors lnppy1 —Inp, = O(n_lz): ce qui prouve que la série
> (In pop+1 — In py,) est absolument convergente.

o Sip#1+ux,alorsln iy, —Inp, ~ W qui est de signe constant et le
terme général d’une série divergente. Donc > (In g1 —In py,) est divergente.

b) Lorsque p = x + 1, la série Y (In 41 — In py,) est absolument conver-
gente. Donc, il existe £(z) tel que :

N
i nZZIO(ln por —lnpp) = Hm (I pyen —Inpo) = 6z).

La suite (In uy,)) est ainsi convergente vers £(z) et par continuité de la fonction
exponentielle, la suite (u,) converge vers e!(®*) = K(z) > 0.
Donc, il existe K(z) > 0 tel que :
3 z+1 _

nErJrrloon T (z)| = K(z).
3. Par hypothese, ', (z) # 0, (y) # 0 et la série > a, 'y (x) est absolument
convergente.
Par la question précédente

Cn@)  K(y) 1

Ca(y)|  K(z) n¥="
Comme y > x, ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et
pour n assez grand |T'y(y)| < |Tn(z)].

La série Y a,I'y(z) est donc absolument convergente.

Exercice 1.10.

Soit (un)nen la suite définie par :

{ ug = 1
Upi1 = 2y + 24/ (up + Dy, V0 >0
Soit f la fonction définie sur RT par
f(@) =2z +2¢/x(z +1)
1. a) Montrer que la suite (up)nen est bien définie.
b) Résoudre ’équation : f(z) = x.
c) En déduire la limite éventuelle de la suite (uy,)nen.

2. On définit, pour n € N, la suite (v,)nen par

toodt
Uy =
" /un tV1+t
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a) Etudier Pexistence de v,,.
b) Calculer vy.

fl@) 1
f@)/1+f@)  22vz+1

d) En déduire que la suite (v,)nen est géométrique et calculer son terme
général v,, en fonction de n.

c) Pour tout z > 0, montrer que :

3. a) Montrer qu’au voisinage de 400 on a :
oot oot
/x VAN

b) En déduire un équivalent de u, lorsque n tend vers I'infini.

Solution :

1. a) On montre, par une récurrence immédiate que, pour tout n > 0, u,, est
bien défini, avec u,, > 0. La suite (u,) est donc bien définie.

b) f(z) = ¢ < x + /z(r+ 1) = 0. La seule solution de I’équation
f(z) =z est x =0.

c) La fonction f étant continue sur R, si la suite (u,) converge vers un
réel £, alors £ est un point fixe de f, donc vaut 0.

Or pour tout n > 0,up41 = 2u, > u,. La suite (u,) est donc croissante et
minorée par 1 : elle ne converge donc pas.

Comme elle est croissante, on peut affirmer que lirf Up = +00.
n——+0oo

. 1 . ..
2. a) La fonction h : t — est continue sur [1, +o00[. Au voisinage de
) Wit ool 8

+00, h(t) ~ ﬁ% Comme u, > 1 > 0, l'intégrale définissant (v,) est donc
convergente et la suite (v,,) bien définie.
b) Le changement de variable u = /1+t est bijectif de classe C* sur
[1,+00[. Ainsi :
+oo +o0 “+oo
dt 2du 1 1
0 /1 Witt Js -1 /ﬁ (=1~ w1) du=2m(1+v2)

¢) On remarque que f(z) +1 = (vVx +1+ /z)?. Ceci permet d’écrire,
apres calcul de f'(z) :
flo) 1

f@)Vf@)+1 22V +1

d) La fonction f est de classe C! sur [1,+oo], strictement croissante. En
posant x = f(z), il vient :
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—+o0 +o0 400

Up = 2v
" a:\/:v +1 £ (un) zx/z +1 Unt1 Z\/Z +1 i
D’ou, pour tout n>1:
= () = MLV

2n—1
3. a) Ona/ d—\/-:% D’autre part
/%O dt :2/+Oo dz :ln(\/a:+1+1)
+« tt+1 \/ﬁz2—l ve+1-1
1+
=In ( \/w+) 2 (L)NL
lvz=sT Y RN

b) Finalement :

/+°°¢_ 2 [T a4 _, _W(1+v2)

Vi Ve e WL m T gl
D’ou, lorsque n tend vers linfini :
I
(In(1 +v/2))*’

Up ~

Exercice 1.11.
Soit n un entier naturel strictement supérieur & 1 et a € R.

xT —I
Pour x € R, on note : sinh(z) = % et I’on pose :

2 sinh .
fn(l’):{%(xl) siz >0

e - .
a sixz =0.

1. Pour quelle valeur de «, f,, est-elle continue sur Rt ?

On suppose dans la suite que « a la valeur ainsi trouvée.

2. Montrer que f, est bornée sur RT.

+oo
3. Montrer que l'intégrale I,, = fn(x) dz est convergente.
0

P
4. a) Montrer que Vz € RT,Vp € N, f,(r) = 2sinh(z) ) e " +

k=1
e " fr ().
+00

b) En déduire que I,, =2 Z sinh(x).e " % dx.
k=1Jo

+00

+oo
c) Calculer / sinh(z).e "**dz, en déduire la valeur de y  — .
0 =1 4k —1
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d) Pouvait-on obtenir ce dernier résultat directement ?

Solution :

1. La fonction = + sinh(z) est continue sur R, ainsi que la fonction
x +— e — 1. Un développement limité au voisinage de 0 donne :
_ 2z 4 o(x)
fn(@) = nz + o(z)
Ainsi : i =
insi : lim fn(x) ,

2
n
a = =

n

Il faut donc prendre pour que f, soit continue en 0.

2. La fonction f,, est continue sur R ; elle est donc bornée sur tout segment
[0, 4], A > 0. On a, de plus, au voisinage de 400, fn(z) ~ e(!=™% Donc
lim f,(z) =0 (onan > 2).

T—+00
Ainsi f, est bornée sur R*. On notera M,, un majorant de f,.

3. Par la question précédente, au voisinage de +o0, f,,(z) ~ e(!="%_ Or

—+o0
/ e(lfn)z dr = L’
0 n—1

cela entraine que l'intégrale définissant I,, est convergente pour tout n > 1.

4. a) On peut écrire, pour >0 :

< —nkr _ nzl—e "P* _1—e """
kgl € e 1 _ e—nac enm _ 1
Donc : ,
2sinh(z) Y e " = f,(z) — e "P" f, ()
k=1
b) Pour tout p € N* :
—+o0 P 400 —+o0
I, = folz)de =2 / sinh(z)e "k dz + / e "7 f, (x) dx
0 k=1Jo 0
Puis
—+o0 400 M
‘/ e P f () da:‘ < Mn/ e P dy = =1
0 0 np
+00
Donc lim e "P* f.(xz)dz = 0, ce qui entraine que :
p——+o0 0
oo [+
I,=2 sinh(z)e™ "k dz
k=1Jo

¢) On écrit que sinh(z)e™ "+ = %(e_("k_l)’” — e~ ("F1)7) Donc :

+o00 +o0o
2/ sinh(z)e™"** dz = / (e=(nk=D)z _ o=(nk+1)z) gy
0 0
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__1 1 _ 2
kn—1 kn+17" p2p2_1°

+o0o 1
Final t: I, =2 5—5—.
1nalemen = k2n2 1

+oo . . +oo
Pour n = 2, ilvient:b:/ %:/ e Tdr=1.
0 e’ —1 0
Donc :
FS| 1

k§14k2_1 -2

d) Pour retrouver ce résultat directement, on écrit :

1 _l( 1 _ 1 )
4?2 -1 2\2k—-1 2k+1
N N
_ 11 11y _14__1
et, pourfout N: 3 = =5 ¥ (p—1 ~ 2y 1) =2 ~aw 71

1l suffit alors de prendre la limite lorsque N tend vers linfini.

Exercice 1.12.

1. Pour tout k£ de N* on pose uy = #

Etablir la convergence des séries de termes généraux respectifs, uy et
(=1)*~Tug. On note S et S’ leurs sommes respectives.

n
2. Pour tout n > 1 on pose S!, = > (—=1)k=1uy.
k=1
a) Montrer que les suites (vy,) et (wy,) définies par v, = S}, ; et w, = S5,
pour tout n de N* sont adjacentes et que pour tout n de N* on a
Sén < SI < SénJrl < Sénfl'
b) En déduire un entier n tel que S}, soit une valeur approchée rationnelle
de S" 4 107! pres. Faire de méme pour une valeur approchée (au sens large)
4 1073 pres.

n
3. Pour tout » > 1 on pose S, = Y. up et R, =S5 —S,.
k=1

k+1
a) Pour tout k£ de N* | comparer / d—:f au rationnel % et en déduire
ot (k+1)

pour tout n de N* et tout p de N* une majoration de la différence R,, — R, 1,
par une intégrale.

b) En déduire un n de N* tel que S,, soit une valeur approchée rationnelle
par défaut de S & 1073 pres.

4. a) Montrer que pour tout (p,e) de N* x R% , I'ensemble H, . défini par :
H,.={neN|R, - Rnp < e} admet un plus petit élément.
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b) On appelle ¢(p,e) cet entier. Montrer que ¢(p,e) > |{/2] — p, ou |[.]
désigne la fonction partie entiére.

c) Ecrire en Pascal une fonction qui & tout (p,e) avec p > 2, associe @(p, €)
(on sera attentif au nombre d’opérations effectuées).

Solution :

1. D’apres la regle de Riemann, les séries Y uy, et Y (—1)*u; sont absolument
convergentes.

2.a)Ona:
1 1
Ot = Un = Shnt = St = G T g <0
—w, =S g —___1 L >
Wn+1 — Wn 2n+42 2n (2n+ 2)3 + (2n+ 1)3
et v, —wy| = (2}03 qui tend vers O lorsque n tend vers l'infini. Les suites

(vp) et (wy) sont donc adjacentes et ont une limite commune S’.
Pour tout n, on a w, < S" < v,, donc, par la monotonie des deux suites
Sén < S < Sén-i—l < Sén—l'

b) On cherche n tel que |S" — S]| < e. Or

1S = S5l < 1S2pp1 = Syl = vanyr,  |S" =S85, 1| <185, — Sz 1] = u2n
soit, pour tout n > 1, |S" — S}| < Upy1.

Pour e = 107!, on prend n = 2 et S} = % est une valeur approchée de S’
4 107! pres.

N

Pour € = 1073, on prend n = 9 et Sj est une valeur approchée de S’ &
103 pres.

k+1 k+1
* dt dt 1
3. a) Pour tout k € N : > = .
a) Pour tout &k € N*, on a /k 3 /k Gt 1?1y

Pour tout (n,p) € N* x N* il vient :

n+p n+p—1 pk+1 n+p
B~ Buiy=Suitp—Sa= % < ¥ d_;f:/ dt
k=n+1 k=n k t n

+0o0
Ry — Rnyp < dt — 1
b) Le résultat précédent étant valable pour tout p, il suffit de faire tendre
p vers U'infini pour obtenir, pour tout n € N*

1
Rn<2_,rl2.

11 suffit de prendre 2n? > 103, soit n = 23 et So3 est une valeur approchée de
S par défaut & 1073 pres.
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4. a) Pour p fixé, on pose t,, = Ry, — Rptp = Sn+p — Sn. La suite (¢,) est
positive et de limite nulle. Donc H, . est un sous-ensemble non vide de N* et
admet donc un plus petit élément.

n+p
b) Pour tout (n,p) € N* x N*ona:t, > > Uppp=-—"73.
k=n+1 (TL + p)
Ainsi % >e — t, >¢ et donc
(n+p)

. 1)
m < &, soit p(p,e) > L(g) 3J —-p

c) Comme t,41 = tp — Upt1 + Untpt1, O1L PEUL Proposer

Function f (p : integer ; e :real) : integer ;
Var i,n : integer ;

t : real;
Begin
n := trunc(exp((1n(p/e))/3))-p;
t := 1/(n+1)3;

For i := 2 to p do t := t+1/(n+i)? ;
While t>e do

Begin
n := n+l;
t := t+1/n3+1/ (n+p)>
End ;
f :=n
End.

Exercice 1.13.

+o00
A toute fonction f continue sur Ry telle que l'intégrale / f2(t)dt soit
0

T

convergente, on associe la fonction g définie sur R} par g(z) = 1 / f(t)dt.
0

T

1. Etudier la continuité de g sur R, et exprimer ¢'(z) en fonction de f(z) et
g(z) pour tout z > 0.

2. Soit (a,b) € (R )? tel que a < b.

b b
a) Montrer que / g% (t) dt = ag®(a) — bg*(b) + 2/ f(t)g(t)dt.

b
b) En déduire que /

a

b “+o0o
f@mg&mwa/fmmo f2(t) dt.

¢) En déduire que

b +oo 400
J/ g2(t)dt<\/0 f2(t)dt+\/ag2(a)+ " raa.
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+o0
d) En déduire que l'intégrale / g2(t)dt est convergente (on pourra

0
utiliser le fait que toute fonction croissante et majorée admet une limite finie
en linfini).

+oo
3. Montrer que l'intégrale f(t) g(t) dt est absolument convergente et que
0

o0 400
/0 512(75)dt=2/0 f(t)g(t) dt.

Solution :
1. La fonction g est continue sur R} comme produit de fonctions continues.

Etudions la continuité de g en x = 0. La fonction F : z — / f(t)dt est de

classe C' sur Rt (puisque f est continue) et F'(z) = f(z). La fonction F
admet un développement limité & I'ordre 1 en z = 0, et :

F(z)=F(0)+ zf(x) + ze(x) = xf(x) + ze(x), avec ;13})5(3:) =0.
Ainsi : g(z) = %F(m) = f(x) + e(z). Cela entraine que :
tim g(z) = £(0).
Ainsi, en posant g(0) = f(0), g est continue en 0.

Pour tout = > 0 : g'( /f dt+ ):f(:v)—g(:v).

x

2. a) Une intégration par parties donne :
b b
/ 1 (1) dt = [tg*(1)]" - 2 / t9(t)g (1) dt
b
= [te*®)]" —2 / o () () — g(t)) dt

—2/f dt+2/ab 2(0) di
D’ou :

b b b
/ () dt = ag?(a) — bg*(B) +2 / F(0)g(t) di < ag?(a) +2 / f(bg(t) dt

b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & cette derniére expression et
la, positivité de f2 donnent :

b b 1/2 b 1/2
/ g?(t)dt@g?(a)w( / g?(t)dt> ( / f2(t)dt>
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< ag?(a) +2 (/abgz(t) dt) 1/2 ( 0+Oof2(t) dt>

¢) On en déduit que

b > b “+o0o
/ g2 () dt —2J / 2O P <o
b +o00 2 “+o00
\/ / g?(t)dt—\/ i f2t)dt | <ag’(a)+ ; f2(t)dt

soit, finalement

b +0o0 400
\// g2 (t) dt < \// f2(t) dt + \/ag2(a) + f2(t)dt
a 0 0

d) Cette derniere inégalité est valable pour tout @ > 0. En prenant la limite
lorsque a tend vers 0, il vient pour tout b > 0 :
+0o0

/ ‘ewa<a] e
0

0

1/2

ou

b
La positivité de g2 et cette inégalité entrainent que , ligl / g2(t) dt existe
—+00 0

et que
+0oo

/+Oog2(t) dt <4 f2(t)dt
0 0

3. Soit A > 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

/0 " el a < ( / " dt) " ( / "r dt> "
< ( /0 e dt) - ( Omf?(t) dt)

+o0
Comme précédemment, cela entraine que / |f(t)g(t)] dt existe.
0

1/2

Reprenons I’égalité de la question 2. a) :

b b
[ 7t =ag@) - b2ty +2 [ (01900 .
a a
On a lim ag?(a) =0 et lim bg?(b) existe, car :
a—0 b—+o0
+oo +oo
lim bg2b) =2  f()gt)dt — / G2(t) dt.
b—+o0 0 0
Cette limite A ne peut étre que nulle, car si A # 0, alors, pour ¢ au voisinage
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+00. Finalement

I'intégrale de cette derniere fonction étant divergente en

+o00 +0o0
| ewa=2 swewa.
0 0

Exercice 1.14.

Soit un réel a € [0,1]. On considere une suite réelle (uy)nen vérifiant, pour
tout n € N*, upq1 = Uy + a"uy_1.

On pose par commodité ¢ = 1+T\/g et ¢ = 1 —2\/5_
1. Que peut-on dire de cette suite si a = 07 si (ug,u;) = (0,0)?
2. On suppose que a = 1.

a) Comment fait-on, pour tout n € N, pour exprimer u, en fonction de
n? On n’effectuera pas les calculs.

On 1admet i]ue, si (ug,u1) = (1,0), alors, pour tout n € N, u, =
n— n—

% et que, si (uo,u1) = (0,1), alors, pour tout n € N, u, =
Q" — "

V5

b) Pour quels couples (ug,u;) € R? la suite (up)nen converge-t-elle ?
Quelle est en ce cas sa limite ?

On suppose dans toute la suite que a # 0 et que (ug,u1) # (0,0).

3. On suppose dans cette question que ug >0, u; >0 et que 0 < a < 1.
a) Montrer que la suite (u,)n,en est positive et qu’elle croit sur N*.
b) Montrer que, pour tout entier n > 2, tny1 < (14 a”) uy, < e uy,.
En déduire que, pour tout entier n > 2, u, < e“2/(1_“)uQ.
c) Montrer que la suite (u,)nen converge.
On note £(a,ug,ur), ou plus simplement £(a), sa limite.
Montrer que £(a) > 0.

n—1
d) Soit un entier p > 2. Montrer que, pour n > p, U, —up = y. a*ug_1
k=p
P p
e) Montrer que, pour tout entier p > 2, uf__lz <l(a) —up < él(a_)c; .
P {(a)a?
En déduire que, quand p tend vers +o0, £(a) — u, ~ 1o

3
f) Montrer que ¢(a) > %'

Le couple (ug,u1) étant fixé, quelle est la limite de #(a) quand a tend vers 1
par valeurs inférieures ?
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4. On suppose seulement que 0 < a < 1. Montrer que la suite (up)nen
converge.

Solution :

1. Si @ =0, la suite (u,) est stationnaire & partir du rang 1 et vaut u;.

Si (uo,u1) = (0,0), la suite (uy,) est identiquement nulle.
2. a) Si a =1, la suite (u,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre
2. Pour exprimer u, en fonction de n, on se reportera au cours!

b) Par linéarité, il vient, pour tout n € N :

ettt " =" ug+ UL 1 U0+ PUL 1
= Up \/5 +uy \/5 = \/5 o) \/5 ()

Comme [¢)] < 1 < |¢|, il vient :

osi Yot our # 0, alors |uy| ~ wd)”_l et la suite (u,) diverge.

V5 V5

- Up + (zﬁul _ Uo + (zﬁul n—1 .
8l —F——— = 0, alors |u,| ~ ———F—— et la suite (u tend vers 0.
vﬁ | n| vg ¢ ( n)

Un

3. a) La positivité et la croissance de la suite (u,) s’établissent sans peine
par récurrence.

b) Pour tout n > 2, up—1 < uy, et donc up 41 =ty + a"up—1 < (14 a™)uy,.
Enfin, comme pour z > 0,e% > 1+ z, il vient u, 11 < e* u,.
Par récurrence, et comme 0 < a < 1, on en déduit que pour tout n > 2

n +o0 ,
Up < exp( > ak)ug < exp( 3 ak)U2 = et /(1=a)y,

c) La suite (u,) est croissante et majorée : elle converge vers une limite
l(a) = ug > 0.

d) On sait que w1 — u, = a*uyp_;. Donc pour tout n > p :
n—1 n—1 &
Up —Up = Y (Upg1 —Ug) = Y @ Up_1.
k=p k=p

e) Soit p > 2.
On sait que la série Y afuy_1 est convergente, puisque 0 < a*uy_; < £(a)a
et 0 < a < 1. De plus, pour k > p,a*ug_1 > a*u,_;. Il s’ensuit que :

k

n—1 n—1 n—1
Y dru,o <Y dPug—r <Y l(a)a®
k=p k=p k=p
et donc que
up—1af _ l(a)a?
1—a <) —up < 1—a

Lorsque p tend vers Uinfini, 2=L < L=a (p(q) —4,) < 1.
a
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Le théoreme d’encadrement permet de conclure qu’au voisinage de +oo

l(a)a®
(o) - uy ~ 02
f) En appliquant la minoration précédente avec p = 3, il vient

3 3
Us Usa
ta) > u3+1 a>1—a

Il s’ensuit que lim £(a) = +oc.

a—1—
4. Notons (vy,) la suite (u,) définie pour (ug,u1) = (1,0) et (wy) la suite (uy,)
définie pour (ug,ur) = (0,1).
On a alors pour tout n € N,u,, = ugv, + u1wy. Il s’ensuit que la suite (uy)
converge.

Exercice 1.15.
Soit n un entier naturel non nul. )
n—
Onpose: A=(X+1)*" -1 et p,=[] sinl%
k=1

1. Justifier que A peut s’écrire X.B, ot B est un polynéme dont on précisera
le degré, le coefficient dominant et le terme constant by.

2. Déterminer les racines de A dans C (on les écrira sous forme exponentielle).
En déduire une factorisation de B puis exprimer by en fonction des racines
de B.

3. Calculer le produit des racines de B. En déduire la valeur de po,,.
4. Déterminer la valeur de H sin k;r
k=1

Solution :

1. En développant A par la formule du binéme, il vient :
A:X2"+---+2nX:X(X2”—1+---+2n)

2. x est racine de A si et seulement si (x + 1)?" = 1. On obtient donc les 2n
racines (pour k € [0,2n —1]) :

o = exp (ZET) —1 = exp (BT [exp (LT) — exp (- L)
=2 sink—ﬂ'exp (l2k77;)
e Pour k = 0, on retrouve la racine o = 0;
e pour k € [1,2n — 1], on a sin (kﬂ-) > 0 et on peut écrire :
T, = 2sin (kﬂ-) exp (i (]2” + 2))

qui est ’écriture exponentielle de zy.
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2n—1

Comme B est de coefficient dominant 1, on peut écrire : B = [[ (X — xp).
k=1
On obtient donc en développant
2n—1 2n—1
by = (_1)2n71 H T = — H T
k=1 k=1
3. En développant le produit des racines on obtient :
2t o1 H km kr | w
P = H;L'k:2n— kH [Sln( )exp((%—i—g))]
k=1 k=1

Soit :
2n—1
P =22""1py, exp (i E (gg - 2)) =22""1py,exp (i(2n— 1)% +(2n — 1)%)

— 22n—1p2n(_1)2n 1 — _22n—1p2n

On en déduit :
P2n = o _n
n 22n71 22n72

4.0na:
2n—1 k 2n—1
Pon = H s1n2n (H sin 7r)><smn—77;><( H sin ok )

le changement d’mdlce ] = 2n — k dans le deuxiéme prodult donne :

n—1
P2n = ( H s1nk7r) et donc : [] sing—ﬂ _ /o
k=1 n

2n—1‘




