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ANALYSE

Exercice 1.1.

On consid�ere deux fonctions f et g d�e�nies sur un intervalle I = [a; b] de R.
On suppose que f est une fonction de classe C1, positive et d�ecroissante sur
I et que g est continue sur I .

1. On consid�ere la fonction G d�e�nie sur I par

G(x) =

Z
x

a

g(t)dt:

a) Justi�er le fait que G est de classe C1 sur I .

b) Montrer qu'il existe deux r�eels m et M tels que G([a; b]) = [m;M ].

c) Montrer que :Z
b

a

f(t)g(t)dt = f(b)G(b)�
Z

b

a

f 0(t)G(t)dt:

d) En d�eduire que

mf(a) 6

Z b

a

f(t)g(t)dt 6Mf(a):

e) Montrer qu'il existe c 2 [a; b] tel queZ b

a

f(t)g(t)dt = f(a)

Z c

a

g(t)dt:

2. On souhaite appliquer la propri�et�e obtenue dans 1. e).

a) On suppose que a > 0, montrer queZ
b

a

1� cos t

t
dt 6

2 + b� a

a
:
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b) Montrer que lim
x!+1

1

x2

Z 1

1
x

sin t

t2
dt = 0:

Solution :

1. a) G est une primitive de la fonction g. Comme g est continue sur [a; b], G
est de classe C1 sur ce segment.

b) La fonction G �etant continue sur un segment, l'image par G de ce
segment est un segment [m;M ] de R.

c) En int�egrant par parties et compte tenu du fait que G(a) = 0 :Z
b

a

f(t)g(t) dt =
�
fG
�b
a
�
Z

b

a

f 0(t)G(t)dt = f(b)G(b)�
Z

b

a

f 0(t)G(t)dt.

d) On a m 6 G(t) 6M , donc en multipliant par �f 0(t) qui est positif :
�f 0(t)m 6 �f 0(t)G(t) 6 �f 0(t)M

puis, en int�egrant (les bornes sont dans l'ordre croissant) :

�m
�
f(b)� f(a)

�
6 �

Z
b

a

f 0(t)G(t) dt 6 �M
�
f(b)� f(a)

�
et en rempla�cant dans la formule obtenue en c) :

mf(a) + f(b)
�
G(b)�m) 6

Z
b

a

f(t)g(t) dt 6Mf(a) + f(b)
�
G(b)�M

�
Comme f(b) > 0 et G(b)�m > 0, G(b)�M 6 0, il vient bien :

mf(a) 6

Z b

a

f(t)g(t)dt 6Mf(a):

e) Si f(a) = 0, f est la fonction nulle et le r�esultat est banal.

Sinon, on peut �ecrire : 1
f(a)

Z
b

a

f(t)g(t) dt 2 [m;M ] = G([a; b]).

Par suite, il existe bien c 2 [a; b] tel que :Z b

a

f(t)g(t) dt = f(a)G(c) = f(a)

Z c

a

g(t) dt.

2. a) On v�eri�e facilement que l'on est dans les conditions d'application de
1. e), et il existe un point c de [a; b] tel que :Z

b

a

1� cos t
t

dt = 1
a

Z
c

a

(1� cos t) dt = 1
a

�
c� a+ sin a� sin c

�
, d'o�u :Z b

a

1� cos t
t

dt 6 1
a
(b� a+ 2).

b) Soit x > 1 ; on est encore dans les conditions d'application de 1. e), et
il existe c 2 [1=x; 1] tel que :

1
x2

Z 1

1=x

1
t
sin t
t

dt = 1
x

Z c

1=x

sin t
t

dt
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D'o�u :

0 6 1
x2

Z 1

1=x

sin t
t2

dt 6 1
x

Z
c

1=x

sin t
t

dt 6 1
x

Z
c

1=x

dt = 1
x

�
c� 1

x

�
6 1
x

�
1� 1

x

�
et, par encadrement :

lim
x!+1

1
x2

Z 1

1=x

sin t
t2

dt = 0

Exercice 1.2.

Soit f la fonction d�e�nie sur R par f(x) = x� x2.

1. Montrer que f induit une bijection de ]�1; 0] sur un intervalle �a d�e�nir.
�Etudier rapidement les variations de f sur ]�1; 0] et donner sa repr�esentation
graphique.

Soit (xn)n>0 la suite d�e�nie par :�
x0 = �2
xn < 0 et xn � x2n = xn�1;8n > 1

2. D�eterminer x1; x2 et montrer que la suite (xn) est bien d�e�nie.

3. Etudier la convergence de la suite (xn)n.

On pose, pour tout entier naturel n :

un = xn+1 � xn; vn = ln(1 + un); wn =

nY
k=0

(1 + uk)

4. a) Etudier la convergence de
P
un et d�eterminer sa somme �eventuelle.

b) Montrer que la s�erie
P
vn converge et donner un majorant de sa somme.

c) Montrer que la suite (wn)n admet une limite ` et que 2 6 ` 6 9.

Solution :

1. f est d�erivable sur R, avec f 0(x) = 1�2x. Ainsi f est strictement croissante
sur R� et r�ealise une bijection de R� sur f(R� ) = ] lim

�1
f; f(0] = ]�1; 0].

Nous noterons cette bijection g.
La repr�esentation graphique de g = fj]�1;0] est :
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2. On a x0 = �2 < 0 et la deuxi�eme condition s'�ecrit en fait xn = g(xn�1).
Comme g est d�e�nie sur R� et �a valeurs dans R� , la suite (xn)n2N est ainsi
parfaitement d�e�nie et �a valeurs dans R� .

[x1 � x21 = �2 et x1 < 0] donne x1 = �1 ;

[x2 � x22 = �1 et x2 < 0] donne x2 =
1�

p
5

2
.

3. On a 8n > 1; xn � xn�1 = x2n > 0, donc la suite (xn)n2N est croissante.
Etant major�ee par 0, elle converge et si on note ` sa limite, un passage �a la
limite donne `� `2 = `2, soit :

lim
n!1

xn = 0

4. a) Par t�elescopage :
nP

k=0

uk = xn+1 � x0 = xn+1 + 2.

La convergence de la suite (xn) donne la convergence de la s�erie de terme
g�en�eral un, avec :

1P
k=0

uk = 2

b) On a 0 6 vn = ln(1+un) 6 un. On en d�eduit, par la r�egle de majoration,
la convergence de la s�erie de terme g�en�eral vn, avec :

1P
n=0

vn 6 2

c) On a ln(wn) =
nP

k=0

ln(1+uk) =
nP

k=0

vk 6
1P
n=0

vn 6 2. Donc wn 6 e2 < 9.

D'autre part wn > w0 = 1 + u0 = 2. Par passage �a la limite :

2 6 lim
n!1

wn 6 9

Exercice 1.3.

1. �Etudier la convergence des int�egrales

J =

Z 1

0

�
ln(1� x)

1 + x
dx et In =

Z 1

0

xn ln(1� x)dx (n 2 N)

2. Pour n 2 N
� , on pose :

Sn =
nP

k=1

1
k

et un = Sn
n

a) D�eterminer un �equivalent de un (on pourra comparer Sn �a une int�egrale).

b) Quelle est la nature de la s�erie de terme g�en�eral un ?

3. a) Exprimer In �a l'aide de un+1 (on pourra faire une int�egration par parties
convenablement choisie).

b) En d�eduire la limite, pour n! +1, de l'int�egrale

Rn =

Z 1

0

(�1)n+1 xn+1 ln(1� x)

1 + x
dx
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c) Montrer alors que la s�erie de terme g�en�eral (�1)n un+1 converge et que

J =

+1X
n=0

(�1)n un+1

Solution :

1. ? La fonction x 7! � ln(1� x)
1 + x

est continue sur [0; 1[, positive, et �equivalente

au voisinage �a gauche de 1 �a �1
2
ln(1� x).

La convergence de

Z
0

ln t dt donne la convergence de

Z 1

ln(1�x) dx, donc la

convergence de J .

? De même x 7! xn ln(1�x) est continue, de signe �xe, sur [0; 1[ et �equivalente
au voisinage �a gauche de 1 �a x 7! ln(1�x). On conclut, pour la même raison,
�a la convergence de In.

2. a) Par comparaison s�erie{int�egrale et d�ecroissance sur R�+ de x 7! 1
x
, on a

pour tout k > 1 :

Z k+1

k

dx
x
6 1
k
et pour tout k > 2 : 1

k
6

Z k

k�1

dx
x
.

D'o�u, par sommation : ln(n+ 1) 6 Sn 6 1 + lnn, ce qui s'�ecrit encore :

1 +
ln(1 + 1

n
)

lnn
6

Sn
lnn

6 1 + 1
lnn

Soit, par encadrement : lim
n!1

Sn
lnn

= 1 et un � lnn
n

.

b) On a Sn > 1, donc un >
1
n
et la s�erie de terme g�en�eral un est divergente.

3. a) Int�egrons par parties, en choisissant de hhprimitiver ii x 7! xn en

x 7! xn+1 � 1
n+ 1

(c'est mieux pour la borne sup�erieure) :

Pour a 2 [0; 1[ :Z
a

0

xn ln(1� x) dx =
h
xn+1 � 1
n+ 1

ln(1� x)
ia
0
�
Z

a

0

xn+1 � 1
(n+ 1)(x� 1)

dx

= an+1 � 1
n+ 1

ln(1� a)� 1
n+ 1

Z a

0

(1 + x+ � � �+ xn) dx

On a (an+1 � 1) ln(1� a) = (1 + a+ � � �+ an)(a� 1) ln(1� a) �!
a!1�

0

On peut donc faire tendre a vers 1, et :

In =

Z 1

0

xn ln(1� x) dx = � 1
n+ 1

nP
k=0

� xk+1

k + 1

�1
0
= �un+1.

b) L'int�egrale Rn converge pour les mêmes raisons qu'en 1., et :
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jRnj = �
Z 1

0

xn+1 ln(1� x)
1 + x

dx 6 �
Z 1

0

xn+1 ln(1� x) dx = un+2

Puisque un �
(1)

lnn
n

, on a lim
n!1

un = 0, et par cons�equent : lim
n!1

Rn = 0.

c) Pour x 2 [0; 1[ et n 2 N, on a :

1
1 + x

= 1� x+ x2 � � � �+ (�1)nxn + (�1)n+1 xn+1

1 + x
En multipliant par � ln(1� x) et en int�egrant sur [0; 1[ (toutes les int�egrales
convergent), il vient :

J = �
nP

k=0

(�1)kIk �Rn =
nP

k=0

(�1)kuk+1 �Rn

Le passage �a la limite lorsque n vers l'in�ni montre que la s�erie propos�ee
converge, avec :

1P
k=0

(�1)kuk+1 = J .

Exercice 1.4.

1. On consid�ere deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a; b]. On
suppose de plus que g est positive sur [a; b].

a) Montrer qu'il existe deux r�eels m et M tels que f ([a; b]) = [m;M ].

b) Prouver que

m

Z
b

a

g(t)dt 6

Z
b

a

f(t)g(t)dt 6M

Z
b

a

g(t)dt:

c) En d�eduire qu'il existe c 2 [a; b] tel queZ
b

a

f(t)g(t)dt = f(c)

Z
b

a

g(t)dt:

2. Soit X une variable al�eatoire �a densit�e �a valeurs dans [0; 1].

a) Montrer que l'esp�erance E(X) de X appartient �a l'intervalle [0; 1].

b) On consid�ere la variable al�eatoire Y = exp(X). Montrer qu'il existe
c 2 [0; 1] tel que

E(Y ) = exp(c):

3. En utilisant la formule �etablie en 1:c), �etudier la limite de la fonction F
d�e�nie sur R�+ par :

F (x) =
1
p
x

Z 2x

x

sin t

t
dt

lorsque x tend vers 0+.

Solution :
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1. a) La fonction f est continue. Le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires dit
que l'image du segment [a; b] est un segment [m;M ].

b) Soit t 2 [a; b]. On sait que : m 6 f(t) 6M .

La fonction g �etant positive sur [a; b], il vient, pour tout t 2 [a; b] :

mg(t) 6 f(t)g(t) 6Mg(t)

Il su�t ensuite d'int�egrer ces deux in�egalit�es sur l'intervalle [a; b] et d'utiliser
la propri�et�e de positivit�e de l'int�egrale (on a a < b) pour obtenir le r�esultat
d�esir�e.

c) Si la fonction g est identiquement nulle, l'�egalit�e propos�ee est �evidente.

Sinon, la fonction g �etant positive et continue , on sait que

Z
b

a

g(t)dt > 0.

Ainsi :

m 6

R
b

a
f(t)g(t) dtR
b

a
g(t) dt

6M

En�n, d'apr�es la question 1. a), il existe c 2 [a; b] tel que :Z b

a

f(t)g(t) dt = f(c)

Z b

a

g(t) dt

2. a ) Comme X prend ses valeurs entre 0 et 1, on peut choisir une densit�e
fX nulle en dehors de cet intervalle et :

0 6 E(X) =

Z 1

0

xfX(x) dx 6

Z 1

0

fX(x) dx = 1

b) Par le th�eor�eme du transfert, on sait que : E(Y ) =

Z 1

0

exfX(x) dx.

Par la question 1. c), il existe c 2 [0; 1] tel que E(Y ) = ec
Z 1

0

fX(x) dx = ec.

3. Pour tout x > 0, la fonction t 7! sin t
t

est continue sur l'intervalle [x; 2x],

la fonction F est donc bien d�e�nie sur R�+ .
De plus cette fonction est positive pour 0 6 x 6 �=4. Par la question 1.c) , il
existe alors c 2 [x; 2x] tel que :

F (x) = 1p
x

Z 2x

x

sin t
t

dt = sin c
c

2x� xp
x

= sin c
c

p
x

Lorsque x tend vers 0, c �egalement et lim
x!0+

sin c
c

= 1. Donc lim
x!0+

F (x) = 0.

On peut même pr�eciser : F (x) �
(0+)

p
x.

Exercice 1.5.
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Soit P = xn +
n�1P
k=0

akx
k un polynôme unitaire de degr�e n > 2, �a coe�cients

r�eels.

1. Montrer que pour toute racine r�eelle ou complexe � de P , on a :

j�j 6M = max
�
1;

n�1P
k=0

jakj
�

(on pourra raisonner par l'absurde et montrer que si j�j > M alors jP (�)j >
0).

2. On suppose dans la suite que toutes les racines de P sont r�eelles. Montrer
qu'alors toutes les racines de P 0 sont elles aussi r�eelles. On notera �1 < � � � <
�r les di��erentes racines de P et m1; : : : ;mr leurs ordres de multiplicit�e
respectifs.

3. Soit � la plus grande racine de P , I = ]�;+1[ et J = [�;+1[. Montrer
que les fonctions P; P 0; : : : ; P (n) sont strictement positives sur I .

4. On suppose que � est racine simple de P . Soit g la fonction d�e�nie sur I
par :

g(x) = x�
P (x)

P 0(x)
a) Montrer que g est de classe C1 sur J .

b) Montrer que g0(�) = 0.

5. On suppose toujours que � est racine simple de P .

a) Montrer que g est strictement croissante sur J et que g(J) � J .

b) Soit x0 > M . On d�e�nit la suite (xn)n>0 par xn+1 = g(xn) pour tout
n > 0.

Montrer que la suite (xn) est strictement d�ecroissante (on pourra montrer
que g(x) < x pour tout x 2 I) et qu'elle converge vers �.

Solution :

1. Soit � une racine r�eelle ou complexe de P . On peut �ecrire

�n = �
n�1P
k=0

ak�
k, d'o�u j�jn 6

n�1P
k=0

jakjj�jk

Supposons que j�j > M = max
�
1;

n�1P
k=0

jakj
�
. En particulier j�j > 1 et donc :

j�j 6
n�1P
k=0

jakjj�jk�n+1 <
n�1P
k=0

jakj

en contradiction avec j�j > M .
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2. Soit (�1; : : : ; �r) les racines r�eelles distinctes de P de multiplicit�es respec-
tives (m1; : : : ;mr).

On sait donc que
rP

k=1

mk = n. On sait �egalement que (�1; : : : ; �r) sont des

racines de P 0 de multiplicit�es respectives (m1 � 1; : : : ;mr � 1) (si mi = 1,
alors �i n'est pas racine de P

0 et le r�esultat reste valable).

Le th�eor�eme de Rolle nous assure �egalement qu'entre deux racines de P se
trouve au moins une racine de P 0, c'est-�a-dire que pour tout k 2 [[1; r� 1]], il
existe �k 2 ]�k ; �k+1[, tel que P

0(�k) = 0.

En comptant les multiplicit�es, cela donne d�ej�a
rP

k=1

(mk � 1)+ (r� 1) = n� 1

racines de P 0, qui sont toutes r�eelles. Ainsi il n'en existe pas d'autres et en
fait entre deux racines de P il n'existe qu'une racine de P 0 et elle est simple.

3. Le raisonnement de la question pr�ec�edente montre que sur I = ]�;+1[, P
et P 0 ne s'annulent pas. Comme de plus, lim

x!+1
P (x) = lim

x!+1
P 0(x) = +1

(car le coe�cient dominant est positif), alors P et P 0 restent positives sur I .

Il su�t d'appliquer ce raisonnement aux d�eriv�ees successives de P , jusqu'�a
P (n).

4. a) Comme � est racine simple de P , on a P 0(�) 6= 0. Cela entrâ�ne que
g est de classe C1 sur J = [�;+1[ comme somme et quotient de fonctions
C1, avec P 0(x) 6= 0, pour tout x 2 J .

b) Un calcul imm�ediat donne g0(x) =
P (x)P 00(x)
P 02(x)

et g0(�) = 0

5. a) On sait que pour tout x 2 J; g0(x) = P (x)P 00(x)
P 02(x)

.

Par la question 3, g0 reste positive sur J et g est croissante sur J ; de plus
g(�) = �. Il en r�esulte que g(J) � J .

b) Puisque x0 > M , on a x0 2 I . Par la question pr�ec�edente, la suite
(xn) est bien d�e�nie et comme P et P 0 sont positives sur I , la suite (xn) est
strictement d�ecroissante. Elle est de plus minor�ee par � ; elle converge donc
vers le point �xe de g (qui est continue) qui est �.

Exercice 1.6.

Pour tout entier naturel n, on pose

In =

Z 1

0

tn+1

1� t2
ln(t)dt

1. Montrer que In existe pour tout n 2 N.

2. a) Montrer que la fonction g d�e�nie sur ]0; 1[ par :

g(t) =
t3

1� t2
ln(t)
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est born�ee sur cet intervalle.

b) En d�eduire la convergence et la limite de la suite (In)n2N quand n tend
vers l'in�ni.

3. a) Soit p 2 N
� . Calculer

pP
k=0

t2k.

b) En d�eduire que

In = �
1X
k=0

1

(n+ 2k + 2)2

4. a) Montrer que la fonction fn d�e�nie par :

fn(t) =
1

(n+ 2t)2

est d�ecroissante sur R+ .

b) Montrer que :

�
1

(n+ 2)2
� In 6

Z +1

0

fn(t)dt 6 �In

c) En d�eduire un �equivalent de In lorsque n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. Pour tout entier naturel n, h : t 7! tn+1 ln t
1� t2

est continue sur ]0; 1[, et :

Au voisinage de t = 1, h(t) � t� 1
1� t2

� �1
2
.

lim
t!0

h(t) = 0. La fonction h admet donc un prolongement par continuit�e

sur [0; 1].

Ainsi In existe pour tout n 2 N.

2. a) La fonction g correspond �a n = 2. On vient de voir qu'elle est

prolongeable en une fonction continue sur [0; 1] ; elle est donc born�ee sur
]0; 1[.

b) Comme ln t
1� t2

> 0 pour tout t 2 ]0; 1[, il est clair que la suite (In)n est

d�ecroissante et minor�ee par 0. Cette suite admet donc une limite.

Cette limite est nulle. En e�et, notons M = sup
t2 ]0;1[

jg(t)j. Alors, pour n � 3 :

0 6 In 6M

Z 1

0

tn�2dt = M
n� 1

3. a) Il s'agit de la somme partielle d'une suite g�eom�etrique de raison t2.
Donc :
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pP
k=0

t2k =

(
1� t2p+2

1� t2
si t2 6= 1

p+ 1 si t2 = 1

b) On peut �ecrire, pour t 2 ]0; 1[ :

tn+1 ln t
1� t2

=
pP

k=0

t2k+n+1 ln t+ t2p+3+n ln t
1� t2

Or pour tout ` 2 N, une int�egration par parties �el�ementaire montre que
l'int�egrale suivante existe, avec :Z 1

0

t` ln t dt = 1
(`+ 1)2

Ainsi, toutes les int�egrales existant :

In = �
pP

k=0

1
(2k + n+ 2)2

+

Z 1

0

t2p+n+3

1� t2
ln t dt

et ���Z 1

0

t2p+n+3

1� t2
ln t dt

��� 6M

Z 1

0

t2p+n dt = M
2p+ n+ 1

On fait tendre p vers l'in�ni et on obtient :

In = �
+1P
k=0

1
(2k + n+ 2)2

4. a) La fonction fn est d�erivable et sa d�eriv�ee est n�egative sur R+ .

b) Par d�ecroissance de la fonction �a int�egrer, pour tout k 2 N, il vient :

1
(2k + 2 + n)2

6

Z
k+1

k

dt
(2t+ n)2

6 1
(2k + n)2

On somme pour k 2 N ; il vient :

�In 6
Z +1

0

dt
(2t+ n)2

= 1
2n
6 �In + 1

n2

Cela signi�e que, lorsque n tend vers l'in�ni : In � � 1
2n

.

Exercice 1.7.

1. a) D�eterminer l'ensemble D des r�eels x pour lesquels l'int�egrale impropreZ +1

0

e�xt

1 + t
dt

est convergente.

Pour x 2 D, on pose f(x) =

Z +1

0

e�xt

1 + t
dt

b) Pour x 2 D, montrer que l'int�egrale impropre

Z +1

0

e�u

x+ u
du est

convergente et comparer sa valeur �a f(x).
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2. a) Montrer que les fonctions g et h d�e�nies sur D par

g(x) =

Z 1

0

e�u � 1

x+ u
du et h(x) =

Z +1

1

e�u

x+ u
du

sont born�ees sur D.

b) En d�eduire que, lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives,

f(x) � � ln(x)

3. a) Montrer que 8(x; u) 2 D � R
+ ; 0 � 1

x
� 1
x+ u

� u
x2

b) En d�eduire un �equivalent simple de f(x) au voisinage de +1.

Solution :

1. a) Pour tout x r�eel, ' : t 7! e�xt

1 + t
est continue sur R+ , donc l'int�egraleZ +1

0

e�xt

1 + t
dt n'est impropre qu'en +1.

� si x 6 0, e�xt

1 + t
> 1

1 + t
, qui est positive et d'int�egrale divergente en +1.

� si x > 0, e�xt

1 + t
= o(e�xt) = o

� 1
t2
�
dont l'int�egrale est convergente au

voisinage de +1.

Finalement D = R
+� .

b) Si x > 0, u 7! e�u

x+ u
est continue sur R+ .

Soit A > 0. Le changement de variable a�ne t = u
x
donneZ A

0

e�u

x+ u
du =

Z A=x

0

e�xt

1 + t
dt

Cette derni�ere expression tend vers f(x), lorsque A tend vers +1.

Donc

Z +1

0

e�u

x+ u
du existe etZ +1

0

e�u

x+ u
du = f(x)

2. a) L'application u 7! e�u � 1
x+ u

est continue sur [0; 1], car x > 0.

L'application u 7! e�u

x+ u
est continue sur [1;+1[ et au voisinage de +1,

e�u

x+ u
= o
� 1
u2
�
.

Ainsi g et h sont bien d�e�nies sur D.

Posons a : u 7!

(
e�u � 1

u
si u > 0

�1 si u = 0
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La fonction a est continue sur [0; 1]. De plus, pour tout u 2 [0; 1] :

a(u) 6 e�u � 1
x+ u

6 0 =) M =

Z 1

0

a(u) du 6 g(x) 6 0

En�n, pour tout u > 1

0 6 e�u

x+ u
6 e�u

u
=) 0 6 h(x) 6

Z +1

1

e�u

u
du =M 0.

b) D'apr�es la relation de Chasles, pour x > 0, il vient :

f(x) =

Z 1

0

du
x+ u

+ g(x) + h(x) = � lnx+ ln(x+ 1) + g(x) + h(x)

Or, au voisinage de 0+, ln(x+ 1) + g(x) + h(x) est born�ee.

Donc, comme lim
x!0+

lnx = �1, on a f(x) � � lnx au voisinage de 0+.

3. a) Si (x; u) 2 D � R
+

1
x
� 1
x+ u

= u
x(x+ u)

=) 0 6 1
x
� 1
x+ u

6 u
x2

b) En multipliant l'encadrement pr�ec�edent par e�u > 0, puis en int�egrant
sur R+ , il vient, pour tout x 2 D :

0 6 1
x

Z +1

0

e�u du� f(x) 6 1
x2

Z +1

0

u:e�u du

ou
1
x
� 1
x2
6 f(x) 6 1

x

ce qui prouve, qu'au voisinage de +1, f(x) � 1
x
.

Exercice 1.8.

On consid�ere la fonction F d�e�nie par :

F (x) =

Z 1

0

ln(1 + xt2) dt

1. Montrer que F est d�e�nie sur ]�1;+1[ et croissante sur cet intervalle.

2. a) Montrer que pour tout u > 0 et tout r�eel k non nul tel que 0 < u� jkj,
on a �� ln(u+ k)� lnu� k

u

�� 6 k2

2(u� jkj)2

b) Pour tout r�eel x > �1 et tout r�eel h non nul tel que �1 < x � jhj, on
pose :

D(x; h) = 1
h

h
F (x+ h)� F (x) � h

Z 1

0

t2

1 + xt2
dt
i

Montrer que pour tout x > 0 et tout h tel que jhj < x, on a :��D(x; h)
�� 6 jhj

10
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Montrer que pour tout x de ]�1; 0] et tout h tel que jhj < x+ 1, on a :��D(x; h)
�� 6 jhj

10(1 + x� jhj)2

c) En d�eduire que F est d�erivable sur ]�1;+1[ et donner une expression
de F 0(x) sous forme int�egrale.

Solution :

1. Pour tout x > �1 et t 2 [0; 1], 1 + xt2 > 0. L'application t 7! ln(1 + xt2)
est donc d�e�nie et continue sur [0; 1], ce qui montre que F est d�e�nie sur
D = ]�1;+1[.

Soit �1 < x < x0. Pour tout t 2 [0; 1], ln(1 + xt2) 6 ln(1 + x0t2), ce qui
montre, par conservation des in�egalit�es par int�egration (0 < 1 !), que F est
croissante sur D.

2. a) Si u > 0, 0 < u� jkj, alors �u < k < u et ln(u+ k) est bien d�e�nie.

L'in�egalit�e de Taylor Lagrange �a l'ordre 2 donne :�� ln(u+ k)� lnu� k
u

�� 6 k2

2
sup

t2[u;u+k]
1
t2
.

� Si k > 0 et u 6 t 6 u+k, alors 0 < u�jkj 6 t 6 u+k, donc 1
t2
6 1

(u� jkj)2
.

� Si k < 0 et u+ k 6 t 6 u, alors 0 < u� jkj 6 t 6 u, donc 1
t2
6 1

(u� jkj)2
.

Finalement : �� ln(u+ k)� lnu� k
u

�� 6 k2

2(u� jkj)2

b) Posons u = 1+xt2, k = ht2. On a u > 0 et u�jkj = 1+(x�jhj)t2 > 0.

En utilisant la question pr�ec�edente, il vient :

jD(x; h)j 6 1
jhj

Z 1

0

h2t4

2(1 + (x� jhj)t2)2
dt

Si x > 0 et jhj < x, alors 1 + (x� jhj)t2 > 1, donc :

jD(x; h)j 6 1
2jhj

Z 1

0

h2t4dt =
jhj
10

Si�1 < x 6 0 et jhj < x+1, alors pour t 2 [0; 1], 1+(x�jhj)t2 > 1+x�jhj > 0
et

jD(x; h)j 6 1
2jhj

Z 1

0

h2t4

(1 + x� jhj)2
dt 6

jhj
10(1 + x� jhj)2

c) En remarquant que lim
h!0

D(x; h) = 0, on d�eduit que F est d�erivable sur

]�1;+1[ et que pour tout x 2 ]�1;+1[ :

F 0(x) =

Z 1

0

t2

1 + xt2
dt.



Analyse 19

Exercice 1.9.

Soit (�k)k2N la suite de polynômes d�e�nie par :

�0 = 1; �1 = X; �2 =
X(X � 1)

2
; : : : ; �k =

X(X � 1) : : : (X � k + 1)

k!

1. a) Montrer que pour tout x entier relatif, �k(x) est aussi un entier relatif.

b) Calculer �k(k) et �k(�1).

2. Soit x un r�eel �x�e, di��erent d'un entier naturel.

a) Soit � un r�eel. On consid�ere la suite (�n)n2N d�e�nie par �n = n�j�n(x)j.
Montrer que

ln(�n+1)� ln(�n) =
�� x� 1

n
+O

�
1

n2

�
En d�eduire la nature de la s�erie de terme g�en�eral ln(�n+1)�ln(�n) en fonction
du r�eel �.

b) Montrer qu'il existe un r�eel strictement positif K(x) tel que l'on ait :

lim
n!+1

nx+1j�n(x)j = K(x)

On ne cherchera pas �a calculer K(x).

3. Soient (an)n2N une suite r�eelle et x, y deux r�eels, tous deux distincts
d'un entier naturel. On suppose y > x. A l'aide de 2. b), montrer que si la
s�erie

P
n2N

an�n(x) est absolument convergente, alors la s�erie
P
n2N

an�n(y) est

�egalement absolument convergente.

Solution :

1. a) C'est imm�ediat lorsque k = 0, et lorsque k = 1, puisque �0 = 1;�1 = X .
On remarque ensuite que, pour k > 2 :

�k(j) =

8>><
>>:

0 si 0 6 j 6 k � 1�j
k

�
2 N si j > k

(�1)k
��j + k � 1

k

�
2 Z si j 6 0

b) On a imm�ediatement �k(k) = 1 et �k(�1) = (�1)k.

2. a) Comme x n'est pas un entier naturel, on a �n(x) 6= 0 et �n > 0. On
peut donc �ecrire :

ln�n+1 � ln�n = ln
��n+1

�n

�
= � ln

�
1 + 1

n

�
+ ln

��x� n
n+ 1

��
= (�� 1) ln

�
1 + 1

n

�
+ ln

��1� x
n

��
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Lorsque n tend vers l'in�ni, le d�eveloppement de ln(1 + u) au voisinage de 0
donne

ln�n+1 � ln�n =
�� 1� x

n
+O

� 1
n2
�

� Si � = 1 + x, alors ln�n+1 � ln�n = O
� 1
n2
�
, ce qui prouve que la s�erieP

(ln�n+1 � ln�n) est absolument convergente.

� Si � 6= 1+x, alors ln�n+1� ln�n �
�� 1� x

n
qui est de signe constant et le

terme g�en�eral d'une s�erie divergente. Donc
P

(ln�n+1� ln�n) est divergente.

b) Lorsque � = x + 1, la s�erie
P

(ln�n+1 � ln�n) est absolument conver-
gente. Donc, il existe `(x) tel que :

lim
N!+1

NP
n=0

(ln�n+1 � ln�n) = lim
N!+1

(ln�N+1 � ln�0) = `(x).

La suite (ln�n)) est ainsi convergente vers `(x) et par continuit�e de la fonction
exponentielle, la suite (�n) converge vers e

`(x) = K(x) > 0.

Donc, il existe K(x) > 0 tel que :

lim
n!+1

nx+1j�n(x)j = K(x).

3. Par hypoth�ese, �n(x) 6= 0;�n(y) 6= 0 et la s�erie
P
an�n(x) est absolument

convergente.
Par la question pr�ec�edente

j�n(y)j
j�n(y)j

� K(y)
K(x)

� 1
ny�x

.

Comme y > x, ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni et
pour n assez grand j�n(y)j < j�n(x)j.
La s�erie

P
an�n(x) est donc absolument convergente.

Exercice 1.10.

Soit (un)n2N la suite d�e�nie par :�
u0 = 1
un+1 = 2un + 2

p
(un + 1)un; 8n > 0

Soit f la fonction d�e�nie sur R+ par

f(x) = 2x+ 2
p
x(x + 1)

1. a) Montrer que la suite (un)n2N est bien d�e�nie.

b) R�esoudre l'�equation : f(x) = x.

c) En d�eduire la limite �eventuelle de la suite (un)n2N.

2. On d�e�nit, pour n 2 N, la suite (vn)n2N par

vn =

Z +1

un

dt

t
p
1 + t
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a) �Etudier l'existence de vn.

b) Calculer v0.

c) Pour tout x > 0, montrer que :
f 0(x)

f(x)
p
1 + f(x)

=
1

2x
p
x+ 1

.

d) En d�eduire que la suite (vn)n2N est g�eom�etrique et calculer son terme
g�en�eral vn en fonction de n.

3. a) Montrer qu'au voisinage de +1 on a :Z +1

x

dt

t
p
t
�
Z +1

x

dt

t
p
1 + t

b) En d�eduire un �equivalent de un lorsque n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. a) On montre, par une r�ecurrence imm�ediate que, pour tout n > 0, un est
bien d�e�ni, avec un > 0. La suite (un) est donc bien d�e�nie.

b) f(x) = x () x +
p
x(x + 1) = 0. La seule solution de l'�equation

f(x) = x est x = 0.

c) La fonction f �etant continue sur R+ , si la suite (un) converge vers un
r�eel `, alors ` est un point �xe de f , donc vaut 0.

Or pour tout n > 0; un+1 > 2un > un. La suite (un) est donc croissante et
minor�ee par 1 : elle ne converge donc pas.

Comme elle est croissante, on peut a�rmer que lim
n!+1

un = +1.

2. a) La fonction h : t 7! 1
t
p
1 + t

est continue sur [1;+1[. Au voisinage de

+1, h(t) � 1
t3=2

. Comme un > 1 > 0, l'int�egrale d�e�nissant (vn) est donc

convergente et la suite (vn) bien d�e�nie.

b) Le changement de variable u =
p
1 + t est bijectif de classe C1 sur

[1;+1[. Ainsi :

v0 =

Z +1

1

dt
t
p
1 + t

=

Z +1

p
2

2du
u2 � 1

=

Z +1

p
2

� 1
u� 1

� 1
u+ 1

�
du = 2 ln(1+

p
2)

c) On remarque que f(x) + 1 = (
p
x+ 1 +

p
x)2. Ceci permet d'�ecrire,

apr�es calcul de f 0(x) :
f 0(x)

f(x)
p
f(x) + 1

= 1
2x
p
x+ 1

d) La fonction f est de classe C1 sur [1;+1[, strictement croissante. En
posant x = f(z), il vient :
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vn =

Z +1

un

dx
x
p
x+ 1

= 2

Z +1

f(un)

dz
z
p
z + 1

= 2

Z +1

un+1

dz
z
p
z + 1

= 2vn+1

D'o�u, pour tout n > 1 :

vn =
�1
2

�n
�v0 =

ln(1 +
p
2)

2n�1

3. a) On a

Z +1

x

dt
t
p
t
= 2p

x
. D'autre partZ +1

x

dt
t
p
t+ 1

= 2

Z +1

p
x+1

dz
z2 � 1

= ln
�px+ 1 + 1p

x+ 1� 1

�

= ln
�1 + 1p

x+1

1� 1p
x+1

�
= 2p

x+ 1
+ o
� 1p

x

�
� 2p

x

b) Finalement :Z +1

un

dt
t
p
t
= 2p

un
�
Z +1

un

dt
t
p
t+ 1

= vn =
ln(1 +

p
2)

2n�1 .

D'o�u, lorsque n tend vers l'in�ni :

un � 4n

(ln(1 +
p
2))2

.

Exercice 1.11.

Soit n un entier naturel strictement sup�erieur �a 1 et � 2 R:

Pour x 2 R, on note : sinh(x) = ex � e�x

2
et l'on pose :

fn(x) =

(
2 sinh(x)

enx � 1
si x > 0

� si x = 0.

1. Pour quelle valeur de �, fn est-elle continue sur R+ ?

On suppose dans la suite que � a la valeur ainsi trouv�ee.

2. Montrer que fn est born�ee sur R+ .

3. Montrer que l'int�egrale In =

Z +1

0

fn(x) dx est convergente.

4. a) Montrer que 8x 2 R
+ ;8 p 2 N

� ; fn(x) = 2 sinh(x)
pP

k=1

e�nkx +

e�npxfn(x):

b) En d�eduire que In = 2
+1P
k=1

Z +1

0

sinh(x):e�nkxdx.

c) Calculer

Z +1

0

sinh(x):e�nkxdx, en d�eduire la valeur de
+1P
k=1

1
4k2 � 1

.
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d) Pouvait-on obtenir ce dernier r�esultat directement ?

Solution :

1. La fonction x 7! sinh(x) est continue sur R, ainsi que la fonction
x 7! enx � 1. Un d�eveloppement limit�e au voisinage de 0 donne :

fn(x) =
2x+ o(x)
nx+ o(x)

Ainsi : lim
x!0

fn(x) =
2
n
.

Il faut donc prendre � = 2
n

pour que fn soit continue en 0.

2. La fonction fn est continue sur R+ ; elle est donc born�ee sur tout segment
[0; A]; A > 0. On a, de plus, au voisinage de +1, fn(x) � e(1�n)x. Donc
lim

x!+1
fn(x) = 0 (on a n > 2).

Ainsi fn est born�ee sur R+ . On notera Mn un majorant de fn.

3. Par la question pr�ec�edente, au voisinage de +1, fn(x) � e(1�n)x. OrZ +1

0

e(1�n)x dx = 1
n� 1

,

cela entrâ�ne que l'int�egrale d�e�nissant In est convergente pour tout n > 1.

4. a) On peut �ecrire, pour x > 0 :
pP

k=1

e�nkx = e�nx 1� e�npx

1� e�nx
= 1� e�npx

enx � 1
Donc :

2 sinh(x)
pP

k=1

e�nkx = fn(x)� e�npxfn(x)

b) Pour tout p 2 N� :

In =

Z +1

0

fn(x) dx = 2
pP

k=1

Z +1

0

sinh(x)e�nkx dx+

Z +1

0

e�npxfn(x) dx

Puis ���Z +1

0

e�npxfn(x) dx
��� 6Mn

Z +1

0

e�npx dx = Mn

np

Donc lim
p!+1

Z +1

0

e�npxfn(x)dx = 0, ce qui entrâ�ne que :

In = 2
+1P
k=1

Z +1

0

sinh(x)e�nkx dx

c) On �ecrit que sinh(x)e�nkx = 1
2

�
e�(nk�1)x � e�(nk+1)x

�
. Donc :

2

Z +1

0

sinh(x)e�nkx dx =

Z +1

0

(e�(nk�1)x � e�(nk+1)x) dx
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= 1
kn� 1

� 1
kn+ 1

= 2
k2n2 � 1

.

Finalement : In = 2
+1P
k=1

1
k2n2 � 1

.

Pour n = 2, il vient : I2 =

Z +1

0

ex � e�x

e2x � 1
=

Z +1

0

e�x dx = 1.

Donc :
+1P
k=1

1
4k2 � 1

= 1
2
.

d) Pour retrouver ce r�esultat directement, on �ecrit :
1

4k2 � 1
= 1

2

� 1
2k � 1

� 1
2k + 1

�
et, pour tout N :

NP
k=1

1
4k2 � 1

= 1
2

NP
k=1

� 1
2k � 1

� 1
2k + 1

�
= 1

2

�
1� 1

2N + 1

�
Il su�t alors de prendre la limite lorsque N tend vers l'in�ni.

Exercice 1.12.

1. Pour tout k de N� on pose uk = 1
k3

.

�Etablir la convergence des s�eries de termes g�en�eraux respectifs, uk et
(�1)k�1 uk. On note S et S0 leurs sommes respectives.

2. Pour tout n > 1 on pose S0
n
=

nP
k=1

(�1)k�1 uk.

a) Montrer que les suites (vn) et (wn) d�e�nies par vn = S02n�1 et wn = S02n
pour tout n de N� sont adjacentes et que pour tout n de N� on a

S02n 6 S0 6 S02n+1 6 S02n�1.

b) En d�eduire un entier n tel que S0
n
soit une valeur approch�ee rationnelle

de S0 �a 10�1 pr�es. Faire de même pour une valeur approch�ee (au sens large)
�a 10�3 pr�es.

3. Pour tout n > 1 on pose Sn =
nP

k=1

uk et Rn = S � Sn.

a) Pour tout k de N� , comparer

Z k+1

k

dt
t3

au rationnel 1
(k + 1)3

et en d�eduire

pour tout n de N� et tout p de N� une majoration de la di��erence Rn�Rn+p

par une int�egrale.

b) En d�eduire un n de N� tel que Sn soit une valeur approch�ee rationnelle
par d�efaut de S �a 10�3 pr�es.

4. a) Montrer que pour tout (p; ") de N� � R
�
+ , l'ensemble Hp;" d�e�ni par :

Hp;" = fn 2 N� j Rn �Rn+p 6 "g admet un plus petit �el�ement.
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b) On appelle '(p; ") cet entier. Montrer que '(p; ") > b 3
p

p

"
c � p, o�u b:c

d�esigne la fonction partie enti�ere.

c) �Ecrire en Pascal une fonction qui �a tout (p; ") avec p > 2, associe '(p; ")
(on sera attentif au nombre d'op�erations e�ectu�ees).

Solution :

1. D'apr�es la r�egle de Riemann, les s�eries
P
uk et

P
(�1)kuk sont absolument

convergentes.

2. a) On a :

vn+1 � vn = S02n+1 � S02n�1 =
1

(2n+ 1)3
� 1

(2n)3
< 0

wn+1 � wn = S02n+2 � S02n = � 1
(2n+ 2)3

+ 1
(2n+ 1)3

> 0

et jvn � wnj = 1
(2n)3

qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni. Les suites

(vn) et (wn) sont donc adjacentes et ont une limite commune S0.

Pour tout n, on a wn 6 S0 6 vn, donc, par la monotonie des deux suites

S02n 6 S0 6 S02n+1 6 S02n�1.

b) On cherche n tel que jS0 � S0
n
j 6 ". Or

jS0 � S02nj 6 jS02n+1 � S02nj = u2n+1; jS0 � S02n�1j 6 jS02n � S02n�1j = u2n

soit, pour tout n > 1, jS0 � S0
n
j 6 un+1.

Pour " = 10�1, on prend n = 2 et S02 =
7
8
est une valeur approch�ee de S0

�a 10�1 pr�es.

Pour " = 10�3, on prend n = 9 et S09 est une valeur approch�ee de S0 �a
10�3 pr�es.

3. a) Pour tout k 2 N� , on a :

Z
k+1

k

dt
t3
>

Z
k+1

k

dt
(k + 1)3

= 1
(k + 1)3

.

Pour tout (n; p) 2 N� � N
� , il vient :

Rn �Rn+p = Sn+p � Sn =
n+pP

k=n+1

1
k3
6

n+p�1P
k=n

Z
k+1

k

dt
t3

=

Z
n+p

n

dt
t3

Rn �Rn+p 6

Z +1

n

dt
t3

= 1
2n2

.

b) Le r�esultat pr�ec�edent �etant valable pour tout p, il su�t de faire tendre
p vers l'in�ni pour obtenir, pour tout n 2 N�

Rn 6
1
2n2

.

Il su�t de prendre 2n2 > 103, soit n = 23 et S23 est une valeur approch�ee de
S par d�efaut �a 10�3 pr�es.
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4. a) Pour p �x�e, on pose tn = Rn � Rn+p = Sn+p � Sn. La suite (tn) est
positive et de limite nulle. Donc Hp;" est un sous-ensemble non vide de N� et
admet donc un plus petit �el�ement.

b) Pour tout (n; p) 2 N
� � N

� ,on a : tn >
n+pP

k=n+1

un+p =
p

(n+ p)3
.

Ainsi
p

(n+ p)3
> " =) tn > " et donc

p

('(p; ") + p)3
6 ", soit '(p; ") >

��p
"

�1=3�� p

c) Comme tn+1 = tn � un+1 + un+p+1, on peut proposer

Function f (p : integer ; e :real) : integer ;

Var i,n : integer ;

t : real ;

Begin

n := trunc(exp((ln(p/e))/3))-p ;

t := 1/(n+1)3 ;

For i := 2 to p do t := t+1/(n+i)3 ;

While t>e do

Begin

n := n+1 ;

t := t+1/n3+1/(n+p)3

End ;

f := n

End.

Exercice 1.13.

�A toute fonction f continue sur R+ telle que l'int�egrale

Z +1

0

f2(t) dt soit

convergente, on associe la fonction g d�e�nie sur R�+ par g(x) = 1
x

Z
x

0

f(t) dt.

1. �Etudier la continuit�e de g sur R+ et exprimer g0(x) en fonction de f(x) et
g(x) pour tout x > 0.

2. Soit (a; b) 2 (R�+ )
2 tel que a < b.

a) Montrer que

Z b

a

g2(t) dt = ag2(a)� bg2(b) + 2

Z b

a

f(t)g(t) dt.

b) En d�eduire que

Z
b

a

g2(t) dt 6 a2g(a) + 2

sZ
b

a

g2(t) dt

Z +1

0

f2(t) dt.

c) En d�eduire quesZ b

a

g2(t) dt 6

sZ +1

0

f2(t) dt+

s
ag2(a) +

Z +1

0

f2(t) dt.
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d) En d�eduire que l'int�egrale

Z +1

0

g2(t) dt est convergente (on pourra

utiliser le fait que toute fonction croissante et major�ee admet une limite �nie
en l'in�ni).

3. Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

f(t) g(t) dt est absolument convergente et queZ +1

0

g2(t) dt = 2

Z +1

0

f(t)g(t) dt.

Solution :

1. La fonction g est continue sur R�+ comme produit de fonctions continues.

�Etudions la continuit�e de g en x = 0. La fonction F : x 7!
Z x

0

f(t)dt est de

classe C1 sur R+ (puisque f est continue) et F 0(x) = f(x). La fonction F
admet un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 1 en x = 0, et :

F (x) = F (0) + xf(x) + x"(x) = xf(x) + x"(x); avec lim
x!0

"(x) = 0.

Ainsi : g(x) = 1
x
F (x) = f(x) + "(x). Cela entrâ�ne que :

lim
x!0

g(x) = f(0).

Ainsi, en posant g(0) = f(0), g est continue en 0.

Pour tout x > 0 : g0(x) = � 1
x2

Z
x

0

f(t) dt+
f(x)
x

=
f(x)� g(x)

x
.

2. a) Une int�egration par parties donne :Z
b

a

1 � g2(t) dt =
�
tg2(t)

�b
a
� 2

Z
b

a

tg(t)g0(t) dt

=
�
tg2(t)

�b
a
� 2

Z b

a

g(t)
�
f(t)� g(t)

�
dt

=
�
tg2(t)

�b
a
� 2

Z b

a

f(t)g(t) dt+ 2

Z b

a

g2(t) dt

D'o�u :Z b

a

g2(t) dt = ag2(a)� bg2(b) + 2

Z b

a

f(t)g(t) dt 6 ag2(a) + 2

Z b

a

f(t)g(t) dt.

b) L'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz appliqu�ee �a cette derni�ere expression et

la positivit�e de f2 donnent :Z
b

a

g2(t) dt 6 ag2(a) + 2

 Z
b

a

g2(t) dt

!1=2 Z
b

a

f2(t) dt

!1=2
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6 ag2(a) + 2

 Z
b

a

g2(t) dt

!1=2�Z +1

0

f2(t) dt

�1=2

c) On en d�eduit que0
@
sZ b

a

g2(t) dt

1
A

2

� 2

sZ b

a

g2(t) dt

Z +1

0

f2(t) dt 6 ag2(a)

ou 0
@
sZ

b

a

g2(t) dt�

sZ +1

0

f2(t) dt

1
A

2

6 ag2(a) +

Z +1

0

f2(t) dt

soit, �nalementsZ b

a

g2(t) dt 6

sZ +1

0

f2(t) dt+

s
ag2(a) +

Z +1

0

f2(t) dt

d) Cette derni�ere in�egalit�e est valable pour tout a > 0. En prenant la limite
lorsque a tend vers 0, il vient pour tout b > 0 :Z

b

0

g2(t) dt 6 4

Z +1

0

f2(t) dt

La positivit�e de g2 et cette in�egalit�e entrâ�nent que lim
b!+1

Z b

0

g2(t) dt existe

et que Z +1

0

g2(t) dt 6 4

Z +1

0

f2(t) dt

3. Soit A > 0. L'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz permet d'�ecrire :Z
A

0

jf(t)g(t)j dt 6

 Z
A

0

g2(t) dt

!1=2 Z
A

0

f2(t) dt

!1=2

6

�Z +1

0

g2(t) dt

�1=2�Z +1

0

f2(t) dt

�1=2

.

Comme pr�ec�edemment, cela entrâ�ne que

Z +1

0

jf(t)g(t)j dt existe.

Reprenons l'�egalit�e de la question 2. a) :Z b

a

g2(t) dt = ag2(a)� bg2(b) + 2

Z b

a

f(t)g(t) dt.

On a lim
a!0

ag2(a) = 0 et lim
b!+1

bg2(b) existe, car :

lim
b!+1

bg2(b) = 2

Z +1

0

f(t)g(t) dt�
Z +1

0

g2(t) dt.

Cette limite � ne peut être que nulle, car si � 6= 0, alors, pour t au voisinage
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de +1, g2(t) � �
t
, l'int�egrale de cette derni�ere fonction �etant divergente en

+1. Finalement Z +1

0

g2(t) dt = 2

Z +1

0

f(t)g(t) dt.

Exercice 1.14.

Soit un r�eel a 2 [0; 1]. On consid�ere une suite r�eelle (un)n2N v�eri�ant, pour
tout n 2 N� , un+1 = un + anun�1.

On pose par commodit�e � = 1 +
p
5

2
et  = 1�

p
5

2
�

1. Que peut-on dire de cette suite si a = 0 ? si (u0; u1) = (0; 0) ?

2. On suppose que a = 1.

a) Comment fait-on, pour tout n 2 N, pour exprimer un en fonction de
n ? On n'e�ectuera pas les calculs.

On admet que, si (u0; u1) = (1; 0), alors, pour tout n 2 N, un =

�n�1 �  n�1

p
5

et que, si (u0; u1) = (0; 1), alors, pour tout n 2 N, un =

�n �  np
5

�

b) Pour quels couples (u0; u1) 2 R
2 la suite (un)n2N converge-t-elle ?

Quelle est en ce cas sa limite ?

On suppose dans toute la suite que a 6= 0 et que (u0; u1) 6= (0; 0).

3. On suppose dans cette question que u0 > 0, u1 > 0 et que 0 < a < 1.

a) Montrer que la suite (un)n2N est positive et qu'elle crô�t sur N� .

b) Montrer que, pour tout entier n > 2, un+1 6 (1 + an)un 6 ea
n

un.

En d�eduire que, pour tout entier n > 2, un 6 ea
2
=(1�a)u2.

c) Montrer que la suite (un)n2N converge.

On note `(a; u0; u1), ou plus simplement `(a), sa limite.

Montrer que `(a) > 0.

d) Soit un entier p > 2. Montrer que, pour n > p, un � up =
n�1P
k=p

akuk�1

e) Montrer que, pour tout entier p > 2,
up�1a

p

1� a
6 `(a)� up 6

`(a)ap

1� a
�

En d�eduire que, quand p tend vers +1, `(a)� up �
`(a)ap

1� a
�

f) Montrer que `(a) > a3u2
1� a

�

Le couple (u0; u1) �etant �x�e, quelle est la limite de `(a) quand a tend vers 1
par valeurs inf�erieures ?
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4. On suppose seulement que 0 < a < 1. Montrer que la suite (un)n2N
converge.

Solution :

1. Si a = 0, la suite (un) est stationnaire �a partir du rang 1 et vaut u1.

Si (u0; u1) = (0; 0), la suite (un) est identiquement nulle.

2. a) Si a = 1, la suite (un) v�eri�e une relation de r�ecurrence lin�eaire d'ordre
2. Pour exprimer un en fonction de n, on se reportera au cours !

b) Par lin�earit�e, il vient, pour tout n 2 N :

un = u0
�n�1 �  n�1

p
5

+ u1
�n �  np

5
=
u0 + �u1p

5
�n�1 � u0 +  u1p

5
 n�1

Comme j j < 1 < j�j, il vient :

� si
u0 + �u1p

5
6= 0, alors junj �

u0 + �u1p
5

�n�1 et la suite (un) diverge.

� si
u0 + �u1p

5
= 0, alors junj � �u0 + �u1p

5
 n�1 et la suite (un) tend vers 0.

3. a) La positivit�e et la croissance de la suite (un) s'�etablissent sans peine
par r�ecurrence.

b) Pour tout n > 2, un�1 6 un et donc un+1 = un+ anun�1 6 (1+ an)un.

En�n, comme pour x > 0; ex > 1 + x, il vient un+1 6 ea
n

un.

Par r�ecurrence, et comme 0 < a < 1, on en d�eduit que pour tout n > 2

un 6 exp
� nP
k=2

ak
�
u2 6 exp

� +1P
k=2

ak
�
u2 = ea

2
=(1�a)u2.

c) La suite (un) est croissante et major�ee : elle converge vers une limite
`(a) > u2 > 0.

d) On sait que uk+1 � uk = akuk�1. Donc pour tout n > p :

un � up =
n�1P
k=p

(uk+1 � uk) =
n�1P
k=p

akuk�1.

e) Soit p > 2.

On sait que la s�erie
P
akuk�1 est convergente, puisque 0 < akuk�1 6 `(a)ak

et 0 < a < 1. De plus, pour k > p; akuk�1 > akup�1. Il s'ensuit que :
n�1P
k=p

akup�1 6
n�1P
k=p

akuk�1 6
n�1P
k=p

`(a)ak

et donc que
up�1a

p

1� a
6 `(a)� up 6

`(a)ap

1� a
.

Lorsque p tend vers l'in�ni,
up�1

`(a)
6 1� a
`(a)ap

(`(a)� up) 6 1.
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Le th�eor�eme d'encadrement permet de conclure qu'au voisinage de +1

`(a)� up �
`(a)ap

1� a

f) En appliquant la minoration pr�ec�edente avec p = 3, il vient

`(a) > u3 +
u2a

3

1� a
>
u2a

3

1� a

Il s'ensuit que lim
a!1�

`(a) = +1.

4. Notons (vn) la suite (un) d�e�nie pour (u0; u1) = (1; 0) et (wn) la suite (un)
d�e�nie pour (u0; u1) = (0; 1).
On a alors pour tout n 2 N; un = u0vn + u1wn. Il s'ensuit que la suite (un)
converge.

Exercice 1.15.

Soit n un entier naturel non nul.

On pose : A = (X + 1)2n � 1 et pn =
n�1Q
k=1

sin k�
n

1. Justi�er que A peut s'�ecrire X:B, o�u B est un polynôme dont on pr�ecisera
le degr�e, le coe�cient dominant et le terme constant b0.

2. D�eterminer les racines de A dans C (on les �ecrira sous forme exponentielle).
En d�eduire une factorisation de B puis exprimer b0 en fonction des racines
de B.

3. Calculer le produit des racines de B. En d�eduire la valeur de p2n.

4. D�eterminer la valeur de
n�1Q
k=1

sin k�
2n

.

Solution :

1. En d�eveloppant A par la formule du binôme, il vient :

A = X2n + � � �+ 2nX = X(X2n�1 + � � �+ 2n)

2. x est racine de A si et seulement si (x+ 1)2n = 1. On obtient donc les 2n
racines (pour k 2 [[0; 2n� 1]]) :

xk = exp
�2ik�
2n

�
� 1 = exp

� ik�
2n

��
exp

� ik�
2n

�
� exp

�
� ik�

2n

��
= 2i sin k�

2n
exp

� ik�
2n

�
� Pour k = 0, on retrouve la racine x0 = 0 ;

� pour k 2 [[1; 2n� 1]], on a sin
�k�
2n

�
> 0 et on peut �ecrire :

xk = 2 sin
�k�
2n

�
exp

�
i(k�
2n

+ �
2
)
�

qui est l'�ecriture exponentielle de xk .
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Comme B est de coe�cient dominant 1, on peut �ecrire : B =
2n�1Q
k=1

(X � xk).

On obtient donc en d�eveloppant

b0 = (�1)2n�1
2n�1Q
k=1

xk = �
2n�1Q
k=1

xk.

3. En d�eveloppant le produit des racines on obtient :

P =
2n�1Q
k=1

xk = 22n�1
2n�1Q
k=1

�
sin
�k�
2n

�
exp

�
i(k�
2n

+ �
2
)
��

Soit :

P = 22n�1p2n exp
�
i
2n�1P
k=1

(k�
2n

+ �
2
)
�
= 22n�1p2n exp

�
i(2n�1)�

2
+(2n� 1)�

2

�
= 22n�1p2n(�1)2n�1 = �22n�1p2n

On en d�eduit :
p2n = b0

22n�1 = n
22n�2

4. On a :

p2n =
2n�1Q
k=1

sin k�
2n

=
� n�1Q
k=1

sin k�
2n

�
� sin n�

2n
�
� 2n�1Q

k=n

sin k�
2n

�
le changement d'indice j = 2n� k dans le deuxi�eme produit donne :

p2n =
� n�1Q
k=1

sin k�
2n

�2
et donc :

n�1Q
k=1

sin k�
2n

=

p
n

2n�1 .


